echivalența Definițiilor ° și ° se completează prin aceasta Să aruncăm o privire mai atentă la a doua jumătate a acestei dovezi Existența punctelor x(b) care îndeplinesc simultan două condiții | x -' | ) I e, nu înseamnă (după punctul de vedere obișnuit acceptat în această carte) că putem da o regulă pentru construirea efectivă a unui astfel de punct definit: ea este suficient, astfel incat presupunerea ca multimea acestor puncte este goala poate duce la o contradictie De aceea, presupunerea ca functia f nu este, in sensul definitiei lui °, continua intr-un punct dat x , inseamna numai că pentru unele > și orice > mulțimea A ( ) a acelor puncte x ale intervalului [x - ; x - ] pentru care |/(x ) - - f (x) I este negoală Mn \u d M ( p) la o succesiune de puncte xn e Mn se poate realiza, in general vorbind, numai printr-o alegere arbitrara *) in fiecare dintre multimile Mn intr-un punct, pe care le notam cu xn De asemenea, observăm că am folosit implicit axioma alegerii în unele cazuri în primul capitol Să aplicăm axioma / de alegere la demonstrarea următoarei propoziții interesante: Teorema Există o mulţime E formată din numere reale şi având cardinalitate (cu alte cuvinte, inegalitatea este adevărată unde c, ca întotdeauna, este cardinalitatea continuumului}) Pentru a demonstra teorema , dăm împărțirea reală a intervalului (de fapt, este suficient să luăm expansiunea numărului t într-o fracție binară infinită, iar în cazul în care t admite două astfel de expansiuni, luăm una dintre ele, care, pornind de la un anumit loc, este formată doar din una; numerele n , , n^ess] numere de semne binare ale expansiunii noastre, egale cu ) Având descompunerea ( ), considerăm mulțimea numerelor raționale Г nj Г • • •> Г nk* * • • ( ) Sunt posibile două cazuri: a) Mulțimea ( ) nu este complet ordonată (după mărimea numerelor raționale incluse în ea); în acest caz referim punctul t la mulţimea £W b) Mulțimea ( ) este bine ordonată și are tipul a, w ; în acest caz referim punctul t la mulţimea Ea Astfel, fiecare punct t al intervalului ( ; ) se va încadra într-o singură mulţime £a, unde astfel încât aceste mulțimi sunt disjunse pe perechi și se adună la întregul interval ( ; ) Să demonstrăm că, indiferent de numărul transfinit a din clasa a doua, mulțimea Ea este nevidă Într-adevăr, în virtutea teoremei , există mulțimi Ma formate din numere raționale și având tipul de ordine a Să luăm pe oricare astfel de set Ma; să fie elementele sale numere raționale gpe gp , , rrik, (scrise în ordinea crescătoare a numerelor lor în secvența ( )) Numărul real t = -j- + co- se păstrează în ansamblul Ea Pentru a demonstra teorema , ne rămâne să aplicăm axioma lui Zermelo și să alegem din fiecare mulțime Ea la un punct-xa Mulțimea rezultată E = {x } va avea cardinalitatea # c Observația Exemplul recent citat de utilizare a axiomei lui Zermelo este tipic: după ce am demonstrat cu ajutorul acestei axiome existența mulțimilor de puteri E formate din numere reale, suntem în același timp lipsiți de orice oportunitate de a indica un individ exemplu de astfel de mulțime: două persoane care vorbesc despre o mulțime de forma £ = {*a}, unde ha £ Ea (mai precis câte una din fiecare Ea), ei nu pot fi în niciun fel siguri că vorbesc despre același ansamblu de case, deoarece nu există niciun semn obiectiv care să permită verificarea faptului că ambele fețe sunt alese din fiecare setați Ea cu unul și același element x” | $] , NUMERE TRANSFINITE AXIOMĂ DE ALEGERE; În acest sens, spunem că punctul set/? puterea este o mulțime ineficientă (spre deosebire de mulțimea OL a puterii, ale cărei elemente sunt mulțimile Ea în sine; această mulțime WI este eficientă, elementele sale Ea sunt determinate absolut fără ambiguitate, deoarece pentru fiecare punct dat t al intervalului ( ; ) putem spune cărui set anume îi aparține) Observația Să dăm câteva exemple suplimentare de aplicare a axiomei alegerii '" ° Dovada teoremei: suma unei mulțimi numărabile de mulțimi numărabile este o mulțime numărabilă - se bazează pe axioma lui Zermelo Într-adevăr, să fie dat o mulțime numărabilă de mulțimi numărabile E și E , En, Pentru simplitate, presupunem că mulțimile En sunt disjunse pe perechi Deoarece fiecare dintre mulțimile En este numărabilă, atunci pentru orice n există cel puțin o mapare unu-la-unu a mulțimii En pe mulțimea tuturor numerelor naturale Cu alte cuvinte, mulțimea Mn, ale cărei elemente sunt mapări unu-la-unu ale mulțimii En pe mulțimea tuturor numerelor naturale, nu este goală Mulțimile Mn pentru diferite n sunt disjunse pe perechi Aplicând axioma lui Zermelo, selectăm câte un element din fiecare Mn Acest lucru ne oferă posibilitatea, pentru fiecare n, de a scrie mulțimea E într-un mod definit ca o secvență infinită: En = ^, el p Cl> b* ^ ' e ' • p n rp pH RL " z" " " ȘI • • ceea ce ne face posibil să enumerăm deja destul de eficient toate elementele mulţimii (§ cap , p ) ° Să realizăm cu deplină acuratețe (pe baza axiomei lui Zermelo) demonstrația Teoremei din § Cap : ' \ Fiecare set infinit conține o submulțime numărabilă Dovada Mulțimea E este infinită; aceasta înseamnă că pentru orice n natural mulțimea E conține o submulțime formată din n elemente Prin urmare, notând prin mulțime toate submulțimile mdo-mulților E, fiecare dintre ele conține exact n! elemente, putem afirma că, pentru orice n natural, mulțimea nu este gol Evident, două mulțimi p #= q nu se intersectează Aplicarea axiomei Zermelo, alegem un element de Mn din fiecare set Avem o secvență „Mlt M , , Mn, \ Astfel, mulțimea Mn este formată din n\ elemente, iar numărul de elemente ale mulțimii □ □ este mai mic decât • ' - ' ' ' ' (n— ) Cn—I) !] CY care satisface conditia: fiecare element x al multimii X este inclus intr-o singura pereche = care este un element al mulțimii Ф Dacă (х , yG)> este o pereche (unica) z C Φ care conține un element dat x £ X, atunci elementul y^ al acestei perechi este, prin definiție, imaginea *) Dăm teorema lui Zermelo în formularea sa tradițională În ceea ce privește această formulare, reamintim că am definit o mulțime ordonată ca o mulțime de două concepte: în primul rând, o mulțime M și, în al doilea rând, între oricare două elemente diferite x, y ale mulțimii M ale relației x mulțime ordonată” și „mulțimea tuturor elementelor unei mulțimi date (complet) ordonate” au conținut diferit (la fel ca expresiile „spațiu metric dat” și „mult de toate punctele unei metrici date” spațiu" sau "grup dat" și "mulțimea tuturor elementelor unui grup dat") Dacă observăm o acuratețe logică completă, atunci" teorema lui Zermelo ar trebui formulată după cum urmează: "/(pentru fiecare mulțime există un bine ordonat mulţime a cărui mulţime de toate elementele? , atunci când o mulţime dată M este goală sau este formată dintr-un singur element, există mai mult de o mulţime bine ordonată pentru ea, din care este mulţimea tuturor elementelor cinci] TEOREMA LUI ZERMELO eu M/ = f(x ) al elementului x sub maparea f În schimb, dacă este dat un element yQ , atunci mulțimea tuturor elementelor χ e X care apar în unele dintre perechile (x, y ) £ Φ se numește imaginea inversă a elementului sub maparea f și se notează cu Acum putem formula axioma lui Zermelo după cum urmează: Pentru orice mulțime ) de mulțimi nevide disjunse în perechi Ma, există o mapare f a mulțimii EL într-o sumă U A a a tuturor mulțimilor date Ma astfel asa tot-a care element Ma € EL din această mapare este un element m al mulțimii Ma: f(Ma)=mae^a- Să demonstrăm că în această formulare a axiomei lui Zermelo putem renunța la cerința ca mulțimile Ma să fie disjunse pe perechi Să demonstrăm, cu alte cuvinte, următoarele Principiul generalizat de selecție Pentru orice mulțime EL de mulțimi nevide, există o mapare a mulțimii EL în suma țj Ma a mulțimilor Ma în ce fel fiecare A elementul Ma £ EL este un element ma al mulțimii Ma Dovada constă într-o reducere foarte simplă a propoziției care se dovedește la axioma lui Zermelo în forma sa originală Luați în considerare, de fapt, împreună cu fiecare mulțime dată Ma, mulțimea M'a ale căror elemente sunt toate perechile posibile de formă (Ma ma) unde IaC A este fix și sunt toate elementele posibile ale mulțimii Ma Punând în corespondență cu fiecare element (Ma, ma) al mulțimii elementul ma al mulțimii Ia conținut în pereche (A a, ma) obţinem o corespondenţă unu-la-unu între mulţimea LG şi mulţimea Ma Mulțimea tuturor mulțimilor M'a va fi notată cu EL! Două elemente diferite și TIr ale mulțimii EL corespund mulțimilor disjunse și TIr, astfel încât la mulțimea EL' de mulțimi TIa se poate aplica axioma lui Zermelo în forma sa originală și alege din fiecare mulțime prin elementul ta = (Ma, ta) € Asociind fiecare element (acelasi care este continut in perechea (ma, Ala), care este elementul m'^ al multimii M# aleasa de noi, obtinem maparea m(Z = f(Ma) A cărui existență este afirmată în principiul alegerii generalizate Principiul alegerii generalizate îl vom formula pe scurt astfel: Dacă este dat o mulțime EL de mulțimi nevide Ma, atunci din toate mulțimile ML putem alege după element SETURILE COMANDATE NUMERE TRANSFINITE [CH (mai mult, printre elementele selectate pot exista unele coincidente) Pentru a demonstra teorema lui Zermelo, ne va fi convenabil să folosim următoarele Lema Pentru ca o mulțime ordonată dată M să fie complet ordonată, este suficient (și, evident, necesar) ca c multimea M si in clasa superioara a oricarei sectiuni a multimii M a fost primul element Într-adevăr, să presupunem că într-o mulțime ordonată dată M condiția noastră este satisfăcută Fie E o submulțime nevidă a mulțimii M Să demonstrăm că E are un prim element Acest lucru este evident adevărat dacă E conține primul element x al întregii mulțimi M Fie ca elementul x să nu fie conținut în E Să tăiem mulțimea M referindu-ne la prima clasă A toate acele elemente x e M care la a doua clasă B, toate celelalte elemente ale mulțimii M Deoarece x > E (deoarece E > B, de aici va rezulta că yQ este primul element din E) Dar dacă Yj nu ar fi conținut în E, atunci pentru orice y > E am avea y A=^=B, atunci fie Ac B> fie B C A Într-adevăr, spunem că orice mulțime Ρ e Xo este normală dacă, oricare ar fi XCK , avem fie Ρ e X*, fie X C P Pentru a demonstra Lema , este suficient să verificăm că toate mulțimile Ρ G K sunt normale Pentru a face acest lucru, notăm cu X' mulțimea tuturor P ⊂ Ko normale Este suficient să dovedim că K' este un lanț: întrucât K' > Ko și Ko este cel mai mic lanț, va rezulta că K' = K Dovada că X' este un lanț se bazează, la rândul său, pe următoarea propoziție auxiliară: Lema ' (la Lema ) Pust P G Ko" ? dacă ? este o mulțime normală, atunci pentru orice mulțime X CK avem fie X^'P, fie X^P' (cu alte cuvinte, dacă P este normal, atunci P' este de asemenea normal) Pentru a demonstra Lema ', notăm cu X(P) mulţimea tuturor X e Ko» care satisface (pentru o normală fixă dată P C M) condiţia: fie X P, fie X P' Este suficient să demonstrăm că K(P) este un lanț: întrucât K(P) > K și K este cel mai mic lanț, de aici va rezulta că K(P) = Ko, adică lema ' este adevărată Deci demonstrăm că K(P) este un lanț În mod evident, mulțimea goală este un element al mulțimii K(P) P', și atunci cu atât mai mult țj Pa > P' (XZ Rămâne de demonstrat că din Pa€K(P), Pa^=M, rezultă că P'a^K(P) - H k KâK Pa£K(P), atunci fie Pa s P; sau Ra e R' SETURILE COMANDATE NUMERE TRANSFINITE £CH În al doilea caz, și cu atât mai mult, P'a P Considerăm primul caz: Pa > P Dacă Pa = P, atunci P'a - P' și din nou Pa E/C(P) Fie Pa cu P\, demonstrăm că în acest caz P'a > P Într-adevăr, deoarece se presupune că P este normal, atunci fie P " > P, atunci totul este gata, fie P'a P, dar în ultimul caz avem ar avea Pa\Pa = (Pa \P) U (P\Pa)> și fiecare dintre cei doi termeni între paranteze este nevid, deci mulțimea P^\Pa ar conține cel puțin două elemente, când de fapt este formată din un singur element pa Astfel, cazul P' a D P este imposibil, iar lema ' este demonstrată Se trece la demonstrarea Lemei După cum sa spus deja, este suficient să verificăm că mulțimea /C’ a tuturor P e K normale este un lanț Să facem această verificare Evident, setul gol este normal Fie dat orice set de Ra normal Să demonstrăm că suma lor (J Pa este de asemenea normală Într-adevăr, fie X pro-a o mulțime arbitrară care este un element al mulțimii /Co Dacă fiecare Pa este conținut în X, atunci suma lor are aceeași proprietate; dacă cel puțin un Pa conține o mulțime X, atunci cu atât mai mult (JPa > X Aceasta dovedește normalitatea mulțimii (J Pa Rămâne de demonstrat că dacă Pa este normal, atunci mulțimea P^ are aceeași proprietate Dar această afirmație, după cum am văzut, este afirmația Lemei ' Lema este demonstrată Din aceasta rezultă că, presupunând pentru oricare două elemente PaСХ , РрСКo Ra A, fie P > B Dacă P > A, atunci, luând unele P$ £B, avem P A, B are primul element P\ TEOREMA LUI ZERMELO f B] Dacă atunci P însuși este primul element din B În sine De fapt, oricare ar fi elementul P^£B, pentru orice Pa £ A avem P Pa^M, în mulțimea M este unu-la-unu Într-adevăr, dacă Pa și P$ sunt două elemente distincte ale mulțimii /Co și, de exemplu, Pa b Cu alte cuvinte, orice set de cardinalități este ordonat {în mărime *)) Într-adevăr, fie A și B două seturi bine ordonate de cardinalități a și, respectiv, b Apoi, în virtutea teoremei ’, există doar trei posibilități: fie A și B sunt similare între ele (atunci a~b), fie A este similar cu un anumit segment al mulțimii B (atunci a b); sau B este ca un segment al multimii A (atunci b Teorema este demonstrată prin aceasta Acum puterile vor fi numite și numere cardinale Teorema și corolarul teoremei implică Corolar Pentru orice putere nenumărabilă m, avem m (adică există cea mai mică putere nenumărabilă) Să stabilim acum câteva relații între puteri și numere ordinale Să fie dat un număr infinit infinit m Luați în considerare „toate numerele ordinale de cardinalitate m (adică toate tipurile ordinale de mulțimi bine ordonate de cardinalitate m) Mulțimea acestor numere ordinale se notează cu Z(m) și se numește clasa de numere corespunzătoare puterii lui m , *) Chiar, după cum vom vedea acum, complet ordonat (Teorema ) TEOREME PRIVIND NUMERELE CARDINALE În special, Z($ ) este mulțimea tuturor numerelor transfinite numărabile, adică numerele din „clasa a doua” Dintre numerele ordinale ale puterii m, se numără cel mai mic: se notează cu co(m) și se numește numărul ordinal inițial al puterii m Observație Î Orice numarul initial co(t) este numarul limitativ: daca ar exista co(t)=a+ , atunci numarul a, fiind x) Totul se rezumă la demonstrarea următoarei propoziții: Teorema Mulțimea tuturor perechilor (a, P), unde a și p rulează (independent unul de celălalt) peste mulțimea tuturor numerelor ordinale X, există un număr ordinal unu-la-unu p astfel încât os " P == X? în acest caz psCX (deoarece pentru p > X am avea și un + P^P > X) Într-adevăr, prin însăși definiția adunării numerelor ordinale, p dorit este determinat în mod unic ca tipul ordinal al cozii tăiate în mulțimea W (Xf- ) de elementul a *) Aceeași afirmație este adevărată dacă niciunul dintre termeni nu este egal cu zero (în acest caz suma numerelor cardinale date este cardinalitatea sumei M a mulțimilor nevide disjunse în perechi Ia dată în numărul m) Evident, cardinalitatea mulţimii M în aceste condiţii, pe de altă parte, în virtutea teoremei ', este SETURILE COMANDATE NUMERE TRANSFINITE [CH & Din lemă rezultă că, pentru un X dat, fiecare a^X corespunde în mod unic unui element (a, | ) al mulțimii E^ și, deoarece diferite elemente ale mulțimii E^ corespund în mod natural unui diferit a, există o corespondență unu-la-unu între mulțimea E^ și mulțimea tuturor numerelor ordinale a=^X Această corespondență face posibilă transferul în mulțimea E^ a ordinii din mulțimea W(X-|- ), adică să se considere Ex ordonat după tipul Xf- (deci, în special, rezultă că pentru fiecare X fagure Atunci în mulţimea bine ordonată Ε există un segment A( i) de tipul com , tăiat de un element =(a , pi) £E Fie X = a + p Deoarece m, atunci formula ( ) admite următoarea generalizare: pt \u d u, dacă t, Lo ( > În special, HoHa = Ha pentru orice coO În plus, din ceea ce s-a demonstrat că un număr cardinal infinit m nu poate fi reprezentat ca suma oricărui număr a numărul lor înseamnă, suma ® = c Mai departe, „ !==b u =c; ( ) Intr-adevar, С= ""= - - este celebra problemă intinuum, rezolvată în prezent, dar într-un sens departe de așa-numita teorie „naivă” a mulțimilor (vezi Yeh [ ]) Din c= ®° c^a = c urmează că / f \u d s ( > Să demonstrăm, pe de altă parte, formula și chiar, pentru orice formulă mult mai generală ffKp= SP> Exact, de la b) ar fi egală cu unii c a Conform acestor ipoteze, fiecare termen apare în suma noastră de un număr de ori, ceea ce este evident mai mic decât acest termen în sine Prin urmare, fiecare grup de termeni egali care participă la suma noastră are o sumă egală cu acest termen în sine, astfel încât nu ne vom schimba suma Kx dacă numărăm fiecare dintre termenii săi o singură dată Asa ca poti J$ NUMERE REGULARE RANSFINI -scrie yt = la" } A unde ordinalul a parcurge o mulțime Ѳ de valori a căror cardinalitate a atunci w^d)m Teorema afirmă că numărul Ѳ este confi- *) Rețineți că dacă H b)m, adică dacă Ѳ nu este un număr inițial, atunci este cofinal cu numărul t ΓΓΓ este deschisă, adică, adică, că orice punct xCGxnT este un punct interior al mulțimii Γ^ΓΓ^ Deoarece punctul x este un punct interior al fiecăreia dintre mulțimile Γx și Γ , atunci există vecinătăți sferice (x, ) ^ Γ și O( x, e ) ^ Γ Fie cel mai mic dintre numerele ? Atunci O(x, e) /\ Γ > care trebuia demonstrat Familia ® a tuturor mulțimilor deschise ale unui spațiu metric X se numește deschisă, iar familia Ș a tuturor mulțimilor închise se numește topologia închisă a spațiului metric X* Evident, mulțimea tuturor punctelor lui X, precum și cea goală set, sunt elemente atât ale familiei ® cât și ale familiei Cititorul este acum pregătit pentru următoarea definiție fundamentală: A introduce o topologie deschisă în orice mulțime X înseamnă a selecta o anumită familie ® de submulțimi ale mulțimii X în așa fel încât să fie îndeplinite următoarele condiții: I® Întreaga mulțime X, precum și mulțimea goală A, sunt elemente ale familiei ® II® Unirea oricărui număr și intersecția unui număr finit de mulțimi care sunt elemente ale familiei ® sunt elementele familiei ® ( Mulțimea X cu topologia deschisă ® introdusă în ea se numește spațiu topologic (X, ®), elementele mulțimii X în sine sunt numite puncte ale spațiului (X, ®), iar mulțimile care sunt elemente ale familiei ® sunt numite seturi deschise ale spațiului (X, @) Mulțimile F = X\G complementare mulțimilor G din familia ® se numesc mulțimi închise ale spațiului (X, ®) O familie de mulțimi închise se numește topologia închisă a spațiului (X, ®) Familia îndeplinește în mod evident următoarele condiții: x {y Întregul mulțime X și mulțimea goală sunt elemente ale familiei , s ] SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE Intersecția oricărui număr și unirea unui număr finit de ' ^ mulțimi incluse într-o familie sunt elemente ale acestei familii În loc să începem cu introducerea unei topologii deschise în mulțimea X și apoi definirea mulțimilor închise ca complemente ale celor deschise, s-ar putea introduce mai întâi o topologie închisă în mulțimea X, adică selectați unele familia $ de submultimi ale multimii X care indeplineste conditiile $ si W, numesc aceste multimi inchise in spatiul topologic '[X, fy], iar multimile complementare celor inchise se numesc deschise; atunci familia ® de mulțimi deschise astfel definite satisface condițiile I®, II®, adică formează topologia deschisă a spațiului topologic (X, @) = [X, în loc de (X, ®) și [X, |y ] vom vorbi de cazuri, pur și simplu vorbim de spațiul topologic X Astfel, topologia deschisă ® în orice mulțime X determină în mod unic topologia închisă conjugată și invers Ambele topologii împreună — ® deschis și $ închis — formează structura topologică St = {©, a spațiului topologic {X, St} = (X, ®) == [X, £y] Mai mult, evident că nu are nicio diferență dacă să începem definirea acestei structuri cu introducerea unei topologii deschise și apoi prin trecerea la seturi suplimentare pentru a defini o topologie închisă, sau să pornim de la o topologie închisă și să definim una deschisă, trecând la seturi suplimentare Am văzut că metrica fiecărui spațiu metric generează o anumită topologie în mulțimea tuturor punctelor sale, adică transformă spațiul metric dat într-un spațiu topologic definit Pe scurt, fiecare spațiu metric este, de asemenea, topologic într-un mod natural Dimpotrivă, dacă topologia unui spațiu topologic dat poate fi generată de o metrică introdusă în mulțimea punctelor sale, atunci spațiul topologic dat se spune că este metrizabil Topologia (deschisa, respectiv inchisa) a unui spatiu topologic X genereaza o topologie in orice multime X A Mulțimea tuturor punctelor de contact ale mulțimii M în spațiul topologic X se numește închiderea mulțimii M în spațiul X și se notează cu [M]x sau pur și simplu cu [/I] Deoarece orice vecinătate a unui punct arbitrar conține acest punct, atunci fiecare punct al mulțimii M este un punct de contact al mulțimii M, adică R s=[LT[ ( ) Să stabilim câteva proprietăți suplimentare ale operațiunii de închidere În primul rând, este evident că [X] = X și [L]=L De asemenea, este evident că dacă mulțimea M este conținută în mulțimea N, atunci [A ] [N] (proprietatea „monotonității” închiderii) Teorema O mulțime M este închisă (adică este o completare a unei mulțimi deschise) dacă și numai dacă [M]=M Într-adevăr, myst M este închis în X Atunci X\A este deschis și este o vecinătate a fiecăruia dintre punctele sale Prin urmare, fiecare punct xg al lui X\A are o vecinătate (de exemplu, o vecinătate a lui X\M) care nu se intersectează cu M; în consecință, niciun punct x ⊂ X\M nu este inclus în [A ], adică [M] > M Și întrucât, pe de altă parte, M adică că închiderea oricărei mulțimi M X este închisă Fie x g [[LE]] Să luăm o vecinătate arbitrară Ux a punctului x' Conține cel puțin un punct ye[A ] și fiind o vecinătate a acestui punct y £ [A ] prin definiție [M], conține și puncte ale mulțimii M Astfel, o vecinătate arbitrară Ux a punctului x § ] SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE se intersectează cu A , adică xC[ U] Includerea lui [[ I]] [ I], ceea ce înseamnă iar egalitatea ( ) este dovedită prin aceasta Teorema Intersecția tuturor mulțimilor închise din spațiul X care conține o mulțime dată M este [A ] (adică, închiderea oricărei mulțimi M este cea mai mică mulțime închisă care conține mulțimea M*); dacă F este o mulțime închisă care conține mulțimea M, atunci F [A ]) Dovada Deoarece [A ] este închisă și conține Af, intersecția tuturor mulțimilor închise care conțin M este conținută în [ I] Pentru a demonstra inversul, includerea, trebuie doar să arătăm că [L ] este conținut în orice F închis (atunci [L ] va fi conținut și în intersecția tuturor acestor F) Dar dacă se dă un F M închis, atunci (datorită monotonității închiderii) F = [Z ] [M], ceea ce trebuia demonstrat Să demonstrăm, în final, că pentru orice A^X, B^X [A și B] = [D] și [B] Deoarece A^A{]B, B^A\}B, din monotonitatea închiderii rezultă că [A]^[AuB], -[AuB], deci [A] și [B] ^[A&B] Pentru a demonstra includerea inversă, amintim că [A] și [B] și, prin urmare, ambele [A] și [B] sunt închise și, prin urmare, prin teorema , avem [A și B] [A] și [B] Următoarele proprietăți ale operației de închidere tocmai stabilite sunt (din motive care vor deveni clare într-un moment) denumite proprietăți de bază sau axiome ale închiderii: ° [A U B] = [A] și [B] (distributivitatea în raport cu adunarea finită); ° A X și, în același timp, nu există o secvență în M care să convergă către punctul x Fie, de exemplu, X mulțimea tuturor numerelor reale Numim deschis în X orice mulțime obținută prin scăderea oricărui set cel mult numărabil de puncte din orice set de puncte deschis pe linia reală Este ușor de observat că nicio mulțime numărabilă din X nu are un punct limită și că pentru o mulțime nenumărabilă M punctele limită din spațiul X coincid cu punctele de condensare ale mulțimii M pe dreapta reală Mai mult, un punct x al unui spațiu topologic se numește punct de condensare al unei mulțimi nenumărate M aflată în acest spațiu dacă fiecare vecinătate a punctului x conține o submulțime nenumărabilă de puncte ale mulțimii M Numai secvențele staționare converg în spațiul X Prin urmare, dacă punctul x este un punct limită al acestei mulțimi care nu aparține mulțimii M, atunci nu există o succesiune de puncte a mulțimii M care converge către punctul x Cu toate acestea, în multe cazuri importante conceptul de convergență este, de asemenea, de interes în teoria spațiilor topologice; vom reveni asupra acestei probleme mai jos (§ ); acum observăm doar că considerând mulțimea bine ordonată W (coj ale tuturor numerelor ordinale din prima și a doua clasă ca spațiu topologic, observăm că convergența în acest spațiu nu este altceva decât convergența unei secvențe numărabile de numere ordinale an până la numărul limită Â, = liman , definit de noi în § cap În acest sens, se poate observa că numerele transfinite de al doilea fel (numerele transfinite limită) și numai ele sunt puncte limită ale spațiului W (coi) Un punct x al unei mulțimi M se numește punct interior al acestei mulțimi dacă există o vecinătate a punctului x conținut în mulțimea M Mulțimea tuturor punctelor interioare ale mulțimii M se numește miez deschis al mulțimii M și este notat cu Următoarea afirmație este ușor de verificat: dacă A și B sunt mulțimi complementare reciproc ale unui spațiu topologic, adică B = X\A (deci, A = X\B), atunci X\[D] = ( ) și X\ = [D] (cinci) De asemenea, este ușor de demonstrat că nucleul deschis al oricărei mulțimi M este suma tuturor mulțimilor deschise conținute în M (sau cea mai mare) mulțime deschisă conținută în mulțimea M Următoarele relații sunt valabile: P , I= , § J SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE Aceste relații exprimă principalele proprietăți ale nucleului deschis al mulțimii; sunt duale proprietăților principale ale închiderii și pot fi obținute din ele pe baza formulei ( ) Se spune că o mulțime Μ a unui spațiu topologic X este densă peste tot în spațiul X dacă fiecare punct χ e X este un punct de contact al mulțimii Μ, adică dacă [ U]x = X Se spune că o mulțime M este densă într-o mulțime deschisă Γ > X dacă Γ > [ R]X sau, ceea ce este același, dacă M Γ Γ este peste tot dens într-un subspațiu, mulțimea M se numește nicăieri dens în X dacă nu este dens în orice deschis negoal Γ > X Este ușor de observat că Μ nu este nicăieri dens în X dacă și numai dacă fiecare Γ C X deschis nevid conține Γ C Γ deschis nevid, astfel încât A nG = A Observația Este ușor de demonstrat că închiderea fiecărui set dens nicăieri nu este dens nicăieri Observația Două mulțimi reciproc complementare A și B pot fi ambele dense peste tot în X—un exemplu: mulțimea tuturor punctelor raționale și mulțimea tuturor punctelor iraționale de pe dreapta reală Totuși, dacă un F închis este dens peste tot în X, atunci F = X; dacă un G deschis este dens peste tot în X, atunci F = X\G nu este dens nicăieri în X Fiecare mulțime M a: X este peste tot densă în subspațiul [M] C X Definiţia Fie N o mulţime arbitrară a spaţiului X; multimea inchisa [A ]\ se numeste limita multimii M si se noteaza cu rTi Mulțimea r/I nu este nicăieri densă în X, deși poate fi peste tot densă în [A ] De fapt, vom lua în considerare doar limitele mulțimilor deschise și, mai rar, limitele mulțimilor închise Este evident că pentru un G deschis, respectiv, pentru un F închis, avem rpG = [G]\G, rpF = F\ , iar mulțimea rp G nu este nicăieri densă în [G] = GUrpG și chiar cu atât mai mult în tot X, iar mulțimea F nu este nicăieri densă în X, deși poate fi peste tot dens în F Propoziția Dacă F este o mulțime închisă și G este o mulțime deschisă într-un spațiu X, atunci F\G este închis și G\F este deschis Într-adevăr, F\G = Fn(X\G) și G\F = G A(X\F), de unde urmează afirmația Seturi canonice închise și deschise (seturile na- și xo) Un set care este o închidere a unui set deschis se numește un set canonic închis sau, pe scurt, un set on-set Dacă A = [G], atunci G A, deci A = [G]^[ ]s A, adică A = [ ]; prin urmare, seturile xx pot fi definite ca seturi care sunt închiderea miezului lor deschis , SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE TVA [Ch patru Fiecare multime inchisa F contine o multime xx maxima (posibil goala), si anume A = [ ] - În plus, este evident că suma a două multimi xx A = [GJ și A - [G ] * este o mulțime xx A = [GJ U [G ] (cu toate acestea, intersecția a două mulțimi xx nu trebuie să fie un set xx) Mulțimile care sunt intersecția unui număr finit de u-mulțimi se numesc n-mulțimi Seturile care sunt nucleul deschis al unui set închis sunt numite seturi canonice deschise sau fără seturi Dacă G = , atunci G = , astfel încât seturile xo pot fi definite ca nucleele deschise ale închiderilor lor Din A = [ ] prin formula ( ) rezultă că X\L = = implică egalitatea X\G = [X\[G]] Prin urmare, mulțimile deschise canonice pot fi definite ca complemente ale mulțimilor închise canonice și invers Fiecare multime deschisa G este continuta in cea mai mica multime xo: este multimea Propoziția Dacă A este o mulțime arbitrară și F este o mulțime închisă arbitrară a spațiului X, atunci [A\F] = [ \F] Este suficient să demonstrăm că orice vecinătate Ox a oricărui punct x g [A\E] intersectează mulțimea \E Să punem = %L (X\F) Din moment ce xC[A\E], atunci A^OxP LP(X\E), adică, mulțimea deschisă O = Ox\F se intersectează cu A = [ ], dar apoi O A =A=A, adică, D \u d # Ox "L> \ E), Q E D Să revenim la spațiile metrice Să demonstrăm două teoreme care (deși din unghiuri diferite) stabilesc o legătură între mulțimile închise și cele deschise Teorema Orice două mulţimi închise care nu se intersectează Fx şi F ale unui spaţiu metric X au două vecinătăţi care nu se intersectează în acest spaţiu Dovada Deoarece Fx și f sunt mulțimi închise disjunse, niciun punct al uneia dintre aceste mulțimi nu este un punct de contact al celuilalt Prin urmare, pentru fiecare punct x e Ft, numărul px = p(x* F ) este pozitiv Exact § C SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE * de asemenea pentru fiecare punct y C F avem py = p (y, FJ > Fie t/ =U și (z/ ș); Ut și 'U sunt mulțimi deschise care conțin Fj și, respectiv, F Să demonstrăm că Π U = A Să presupunem, de fapt, că d) -, iar punctul y > F este astfel încât p(y, x ) Atunci P(x, y) a Observație Mulțimile închise sunt numite și mulțimi de clasa zero Dacă a este un număr ordinal, a Y este continuă dacă şi numai dacă pre-imaginea fiecărei mulţimi deschise V^Y a spaţiului Y este o mulţime deschisă U^f->V a spaţiului X Într-adevăr, să fie valabilă condiția Cauchy pentru orice punct xogX și să fie V o mulțime deschisă arbitrară în Y Pentru a demonstra că f- ]/ este deschis în X, este suficient să dovedim că orice punct x^f->V este un punct interior al mulțimii f~lV Dar mulţimea deschisă V este o vecinătate a punctului y=fx; deci există o vecinătate Ox a punctului x din X pentru care fOx^V, iar aceasta înseamnă că Ox^f^V Să presupunem, invers, că imaginea inversă a oricărei mulțimi deschise în Y este deschisă în X Să demonstrăm că atunci condiția Cauchy este îndeplinită pentru orice punct x e X Luăm o vecinătate arbitrară V—Oy^ a punctului y^~fx Atunci f~W este o vecinătate Ox$ a punctului x și, evident, fOx ^ Oy^ pentru acesta Propunerea implică direct * Propoziția Harta fi X —> Y este continuă dacă și numai dacă pre-imaginea f" F a oricărei mulțimi închise Fe Y este o mulțime închisă în X În cele din urmă, există Propoziţia Harta fi X -* Y este continuă dacă şi numai dacă pentru orice mulţime M ∈ X avem f [Al]xs[fA ]r Dovada D Fie maparea f: X - + Y continuă Apoi setul / [f/U] este închis și conține mulțimea yI Prin urmare, [Af] s / [/A ], de unde f[Al]s [/A ] ° Fie /[ASh-s [/AG[T pentru orice M Y, f - F -> Y mapări continue ale acestor mulțimi închise în spațiul Y, care coincid la intersecție F\ P P Apoi maparea f: X —> Y, dată de egalități f(x) -fx(x) dacă x^Fi f (x)==f (x) dacă x^F , este continuă Dovada Este suficient să demonstrăm că preimaginea f ~ Φ a oricărei mulțimi Φ închisă în Y este închisă în X Dar (cum este ușor de verificat) ) și, prin urmare, în întreg spațiul X, prin urmare, mulțimea / Ф = /r ФUf (b) este de asemenea închis Propoziţia este demonstrată Propoziția Fie un sistem de mulțimi deschise într-un spațiu X a și C (, în total dă întregul spațiu X Dacă maparea f: X -* Y este astfel încât restricția sa , atunci maparea f în sine este de asemenea continuu Dovada Considerăm o mulțime deschisă arbitrară V în Y Imaginea sa inversă /-іѵ= U = U (f'^nOa) = U fV - a a a este deschis în X, ceea ce urma să fie demonstrat Pentru o mapare continuă f: X -> Y, imaginea unei mulțimi deschise G^X poate să nu fie deschisă în Y, iar imaginea unui set închis FX poate să nu fie închisă în Y De exemplu, luați în considerare un cerc S de raza într-un plan echipat cu un sistem de coordonate dreptunghiular centrat la origine și un semiinterval X = S a semi-intervalului X == [ ; k) pe cercul S pentru care imaginea intervalului G = [ ; k) care este o mulţime deschisă în spaţiul X ~ [ ; k), nu este o mulțime deschisă în S, ci imaginea semiintervalului P = [k; k), care este o mulțime închisă în X, nu este o mulțime închisă în S Definiția O mapare f: X -* Y dintr-un spațiu topologic X într-un spațiu topologic Y se spune că este deschisă, respectiv închisă, dacă pentru orice F^X deschis, respectiv închis, imaginea fG corespunde SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH patru Respectiv, fF este o mulțime deschisă, respectiv închisă a spațiului Y Din definiție rezultă imediat că sub o mapare închisă f: X -> Y imaginea mică *) a unui set deschis G este deschisă Fără a menționa acest lucru în mod special, vom lua în considerare doar astfel de mapări deschise și închise ale spațiilor topologice care sunt, de asemenea, continue Trebuie remarcat faptul că printre mapările continue, mapările deschise formează o clasă extrem de specială Pentru a verifica acest lucru, este suficient să luăm în considerare funcțiile continue y = fx, y , care implementează mapări deschise segmentul X = [ ^x^ ] în sine Aceste funcții au un număr finit de puncte maxime și minime pe segmentul [ ; ], de altfel, iau valoarea la punctele maxime, iar valoarea la punctele minime; în intervalele dintre două puncte extreme consecutive, funcția f este monotonă Un exemplu important de mapare deschisă a unui domeniu plat pe altul pot fi hărțile efectuate de funcțiile analitice ale unei variabile complexe Poziția mapărilor închise în topologie este complet diferită: vom vedea că pentru o clasă foarte importantă de spații X și Y, fiecare mapare continuă f: X —* Y este închisă; în special, acest lucru are loc dacă spațiile X și Y sunt definite ca mulțimi situate într-un spațiu euclidian ^-dimensional, unde X este închis și mărginit în Rn, iar Y Rn este complet arbitrar Următoarea caracteristică a mapărilor închise are loc: Propoziția O mapare continuă f: X -> Y a unui spațiu topologic X este închisă dacă și numai dacă este îndeplinită următoarea condiție: (C- ) Pentru orice mulțime M^Y și orice vecinătate a mulțimii f~ A , există o vecinătate V a mulțimii M astfel încât f~rV Dovada ° Să presupunem că maparea f este închisă; se consideră mulţimea M Y şi vecinătatea O a mulţimii f~lM Mulțimea F = X\O este închisă în X și F p\f~ M = A Prin urmare, mulțimea fF este închisă în Y și fFft M = A Vecinătatea V = Y\fF are proprietatea fW^O— condiția (C- ) este îndeplinită ° Fie îndeplinită condiția (C- ) pentru maparea f Să presupunem că imaginea fF a unei mulțimi F închisă în X nu este închisă în Y Fie y €[fF]\fF Mulțimea X\F este o vecinătate a mulțimii i~y Y a spațiului X în spațiul Y este închisă (deschisă), atunci pentru orice mulțime B ^ Y maparea f: este de asemenea închisă (deschisă) ' Dovada Să considerăm o mulțime T închisă (deschisă) în f ~ rB Atunci există o mulțime închisă (deschisă) F în X, care în intersecția cu dă mulțimea \ Prin presupunere, mulțimea fF este închisă (deschisă) în Y Prin urmare, setul BnfF = f(f-iBnF) = fT\ Q E D Să considerăm cazul unei mapări unu-la-unu f: X -> Y a spațiului X pe spațiul Y În acest caz, este definită și maparea inversă Y -* X Considerat mai sus exemplu de afișare a unui semi-interval X = [ ; k) pe cercul S arată că continuitatea mapării unu-la-unu / nu implică, în general, continuitatea mapării inverse f" Cu toate acestea, este ușor de demonstrat Propoziția Dacă o mapare continuă unu-la-unu f a unui spațiu X pe un spațiu Y este închisă, atunci maparea inversă f~T: Y -> X este continuă (și închisă) Acest lucru rezultă din faptul că pre-imaginea oricărei mulțimi închise F^X sub maparea Y —> X este mulțimea (f~ )~ F = fF c= y, care este închisă datorită închiderii mapării f Continuitatea mapării f~\ inversă unei mapări unu-la-unu, continuă și deschisă este dovedită în mod similar Definiția O mapare f: X -* Y a unui spațiu topologic X pe un spațiu topologic Y se numește o mapare topologică (sau homeomorfă) a lui X pe Y dacă f este unu-la-unu și dacă ambele mapări f: X - > Y și / : Y -> X sunt continue ț Cu alte cuvinte: o mapare topologică a unui spațiu X pe un spațiu Y este o astfel de mapare unu-la-unu a unei mulțimi X pe o mulțime Y, astfel încât mulțimea tuturor mulțimilor deschise ale spațiului X este mapată la mulțimea de toate seturile deschise ale spațiului Y sau - ceea ce este același - mulțimea tuturor mulțimilor închise din X este mapată pe mulțimea tuturor mulțimilor închise din Y SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH patru O mapare topologică f a unui spațiu X pe un subspațiu Yo al unui spațiu Y se numește o mapare topologică a unui spațiu X într-un spațiu Y Se spune că spațiile X și Y sunt homeomorfe între ele dacă unul dintre aceste spații poate fi topologic mapat pe altul Definiția continuității dată mai sus înseamnă că o hartă f a unui spațiu topologic X într-un spațiu topologic Y este continuă dacă imaginea inversă a topologiilor (deschise, respectiv închise) ale spațiului Y este conținută în (deschis, respectiv închis) topologia spațiului X Se pune firesc întrebarea despre hărțile f: X —> Y pentru care imaginea inversă a topologiei spațiului Y coincide cu topologia spațiului X, adică mulțimea M^Y este deschisă (închisă) ) în Y dacă și numai dacă mulțimea este deschisă (închisă) în X Mapările care îndeplinesc această condiție se numesc factoriale * ) Hărțile factoriale sunt, evident, continue Aceasta este o clasă foarte importantă de mapări Să demonstrăm, în special, că toate mapările continue închise și deschise sunt factoriale Dovezile pentru mapările închise și deschise sunt destul de asemănătoare, așa că ne limităm la mapările închise Astfel, fie maparea f: X -* Y închisă și fie Φ o mulțime închisă în Y Atunci / Φ este închisă în X în virtutea continuității mapării f În schimb, dacă pentru o mulțime M Y mulțimea /:~ U = Φ este închisă în X, atunci mulțimea M = ΦΦ este închisă în Y în virtutea faptului că maparea f este închisă Mapările factoriale apar în mod natural sub așa-numitele factorizări ale spațiului X în raport cu unele dintre partițiile sale O partiție a unui spațiu este înțeleasă ca un sistem de EL al submulțumirilor sale disjunse închise {A }, a căror unire este tot X Dacă este definită o partiție a EL, atunci se definește și maparea naturală p: X -> A, care constă în asocierea fiecărui punct χ e X a unei mulțimi unice A CEL care conține x Acum transformăm mulțimea EL într-un spațiu topologic declarând deschisă în spațiul EL orice mulțime EL a cărei preimagine p e Λ sub maparea naturală p: X —> EL este o mulțime deschisă a spațiului X Evident, am obține aceeași topologie pe EL, denumind închisă în EL orice mulțime A EL a cărei preimagine p L este închisă în X Această topologie se numește topologie factorială pe mulțimea EL (a submulților disjunse ale spațiului X însumând tot X) *) Mapările factoriale au fost luate în considerare pentru prima dată de Aleksandrov [ ] (vezi și Aleksandrov-X opf [ ], Ch , § și Ch , §§ , ) $ ] HARTĂRI CONTINUE Este evident că sub topologia factorială în EL, maparea naturală n: X -> A este un factorial și, prin urmare, o mapare continuă a spațiului X în spațiul EL Spațiul EL însuși este numit spațiu de partiție EL sau spațiul coeficient X de către partiția EL De asemenea, este evident că condiția ca toate / și g EL să fie închise în X este echivalentă cu condiția ca toate mulțimile de un punct ale spațiului EL să fie închise; această ultimă condiție este exprimată spunând că JL este un ^-spațiu Vom reveni asupra acestei probleme în § Conceptele de convergență și convergență uniformă a unei secvențe de funcții continue, cunoscute cititorului din cursul analizei matematice, sunt transferate aproape fără modificări în cazul spațiilor topologice Fie X o mulțime și f: X o funcție pe o mulțime X Să spunem că o succesiune de funcții {fn: u= , , } converge către o funcție / dacă pentru orice e > și orice dat punctul x g X, se poate găsi un număr ne (în funcție, în general, nu numai de e ales, ci și de punctul x) astfel încât I f (x) -fn (x) I ns (*) Dacă pentru fiecare > este posibil să se aleagă ne astfel încât condiția (*) să fie îndeplinită pentru toate x g X, atunci spunem că șirul {fn} converge către funcția f uniform După cum cititorul știe deja din cursul analizei matematice, dacă o succesiune {fn\ de funcții continue pe un spațiu topologic (în special, pe un spațiu metric) X converge către o funcție reală f: X, atunci funcția f nu trebuie să fie continuu În același timp există Propozitia Orice functie f dintr-un spatiu topologic X care este limita unei secvente uniform convergente de functii continue este continua Dovada Să fie dat un punct xgX și un număr pozitiv Este necesar să se găsească o vecinătate Ox a punctului x astfel încât ' I f (x) - f (y) I n și toți zgX Deoarece funcția fn este continuă, există o vecinătate Ox a punctului x astfel încât I fn (x) - fn(y)\ Deoarece seturile Фі și Ф sunt reciproc complementare, fiecare dintre ele, ca o completare a unuia închis, este deschisă Prin urmare, în definiția unui spațiu deconectat, seturile închise pot fi înlocuite cu deschise sau „deschise-închise”, adică cele care sunt atât deschise, cât și închise În fiecare spațiu există două seturi „triviale” deschise-închise: întregul spațiu și setul gol Dacă un spațiu nu este conectat, atunci conține seturi netriviale deschise-închise, adică nevide și, în același timp, care nu coincid cu întregul spațiu: astfel sunt fiecare dintre seturile Ф și Ф ale partiției (*) În schimb, dacă există cel puțin o mulțime netrivială deschis-închis Ф г în spațiu, atunci complementul său Ф =Х\Ф este, de asemenea, o mulțime netrivială deschis-închis, deci avem o partiție (*) Asa de: Un spațiu este deconectat dacă și numai dacă conține un set non-trivial deschis-închis Dacă, pe de altă parte, în spațiul X singurele mulțimi deschise-închise sunt două triviale (sau, ceea ce este același, dacă, pentru orice reprezentare a spațiului X ca sumă a doi termeni închiși neintersectați Φm și Φ , cel puțin unul dintre acești termeni este gol), atunci X se numește conectat Spațiul gol și punctul sunt în mod evident spații conectate Deoarece fiecare mulțime aflată într-un spațiu topologic este ea însăși un spațiu topologic, atunci, după ce am determinat conexiunea unui spațiu topologic, putem în același timp stabili dacă o mulțime dată M aflată în spațiul X este conectată sau nu Numai când se consideră partiții ale unei mulțimi M într-o sumă a două mulțimi închise (sau când se consideră submulțimi deschise-închise ale unei mulțimi M) trebuie să ne amintim că vorbim despre mulțimi care sunt închise și deschise în M și că o mulțime care este închis (sau deschis) în M poate să nu fie închis (respectiv, deschis) în X De exemplu, dacă X este un plan, iar M este suma intervalelor ( ; ) și ( ; ) de pe axa x, atunci fiecare dintre aceste intervale este un set clopen în M care nu este nici închis, nici deschis în X Observație Dacă Xo este un subspațiu al unui spațiu topologic X și mulțimea MczXQ este deschisă în Xo, atunci X conține o mulțime deschisă Ф și o mulțime închisă ^ ] conexiunea numărul de G astfel încât I = XaG = XaF; totuși, în spațiul X este posibil să nu existe nicio mulțime deschis-închis care să dea mulțimea M în intersecția cu Xo De exemplu, fie X linia numerică și Xo subspațiul său format din toate numerele raționale Notăm cu M mulțimea deschis-închis în Xo, care constă din toate numerele raționale din intervalul / ; ]/~ ) Mulțimea M nu este intersecția cu Xo a oricărei mulțimi clopen din X (deoarece, așa cum vom vedea în curând, nu există o mulțime clopen netrivială în X) Teorema Un segment al dreptei reale este o mulțime conexă Dovada prin contradictie Lăsați segmentul să fie deconectat Apoi poate fi reprezentat ca o sumă a două negoale neintersectate deschis-închis în [a; b\ stabilește Φx și Φ Fie, de exemplu, φ^Φχ- Deoarece Φχ este deschis în [a; &], atunci există e > astfel încât semisegmentul [a; # + e) este conținut în Fx Numim un punct χ e [a;b] „marcat” dacă semisegmentul a Se afirmă că c este un punct marcat, adică fiecare punct χ £ [n; c) este cuprinsă în Фѵ Într-adevăr, fie un punct arbitrar χ £ [a; Cu); întrucât c~ este limita superioară a mulţimii de puncte marcate, atunci există un punct marcat x'>x; prin urmare, [a; x') , aparțin lui Φx și, prin urmare, c e' este un punct „marcat”, contrar presupunerii că c este limita superioară a tuturor punctelor marcate Deci, cu siguranță c = b Dar în acest caz, după cum s-a dovedit, [a; b) este conținută în Φx și, deoarece Φx este închis, φx conține și punctul b, astfel încât Φ , contrar presupunerilor noastre, este gol Contradicția rezultată demonstrează teorema Exemple de mulţimi deconectate sunt: ) suma a două segmente (sau două intervale) ale unei drepte reale care nu au puncte comune (fiecare dintre aceste segmente (respectiv intervale) este deschis-închis în suma lor); ) mulțimea tuturor punctelor raționale ale dreptei reale (mulțimea tuturor punctelor raționale situate pe un interval cu capete iraționale — de exemplu, pe intervalul (—J/ ; K ) — este o mulțime clopenă în spațiul ?J) Într-un mod similar, vedem că mulțimea tuturor punctelor iraționale ale dreptei nu este conectată SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH patru Teorema F Fie în spațiul X două mulțimi închise disjunse Φx și Φ și o mulțime conexă nevide M conținută în suma Φx U Φ ; atunci M este în mod necesar conținut într-un singur termen al acestei sume, adică fie în Fx, fie în F Într-adevăr, din moment ce M Fx și F , atunci M = (A PF )u( ILF ) ' Deoarece Фі și Ф sunt închise în X, atunci A Фі și M А Ф sunt închise în M și, deoarece M este conexat, atunci una dintre mulțimile M A Фx sau АФх sau АФ , de exemplu, LIAФі, este goală, astfel încât А = АФ ^ Ф , Q E D Se dovedește exact în același mod Teorema G Dacă o mulțime conexă M este conținută în suma a două mulțimi deschise disjunse G G din spațiul X>, atunci este cuprinsă în întregime într-unul din termenii acestei sume Din aceste teoreme simple rezultă o serie de corolare: Teorema Fie dat în X un sistem (de orice cardinalitate) de mulțimi conexe Ma, iar intersecția tuturor acestor mulțimi Ma este nevidă; atunci se conectează suma M a tuturor mulțimilor Ma Într-adevăr, dacă mulțimea Μ ar fi deconectată, atunci ar exista o reprezentare a lui Μ ca sumă a două mulțimi închise, nevide, neintersectate, Φx și Φ în ea: LG \u d FіiF , iar fiecare dintre mulțimile Ma ar fi conținută, de teorema anterioară, fie în Φx, fie în φ Prin presupunere, există un punct a care aparține tuturor Ma; să fie, de exemplu, a^Fr Atunci fiecare / a, având un punct a în Φx, trebuie să fie cuprins în întregime în Φx Aceasta înseamnă că u ^ Φp, adică φ este gol, contrar presupunerilor noastre Teorema Fie, pentru oricare două puncte x și y din spațiul X, se poate găsi o mulțime conexă Cxy care conține aceste două puncte Atunci tot X este conectat Într-adevăr, dacă ar fi X^fkhiF , unde Φx și Φ sunt mulțimi închise nevide și neintersectate, atunci se pot lua arbitrar două puncte χ e φx, # e Φ O mulțime conexă CXy care conține x și y ar intersecta atât Φx, cât și Φ , în timp ce prin teorema P ar trebui să se afle fie în Φx, fie în Φ Contradicția demonstrează teorema $ ] ' CONECTIVITATE Din teorema , teorema și definiția unei mulțimi convexe *) rezultă Teorema Fiecare mulțime convexă este conexă Astfel, un spațiu n-dimensional no-euclidian este conectat pentru orice n În special, linia numerică este de asemenea conectată '/ Teorema I Mulțimile conectate pe linie sunt: mulțimea goală, mulțimile de un punct, segmentele, semisegmentele (finite și infinite) și intervalele (finite și infinite) Nu există alte seturi conectate pe linie Deoarece toate mulțimile enumerate în teorema sunt conectate (fie și doar pentru că sunt convexe), rămâne doar să demonstrăm că nu există mulțimi conectate pe linie, altele decât cele enumerate Această demonstrație se bazează pe următoarea lemă: Lema Dacă a și b sunt două puncte ale unei mulțimi conexe C pe linie, atunci fiecare punct al intervalului (a \ b) este conținut în C Pentru a demonstra lema, presupunem că un punct din intervalul (a; &) nu aparține lui C Apoi, notând cu Φx mulțimea tuturor punctelor mulțimii C situate în stânga lui c, iar cu Φ mulțimea dintre toate punctele mulțimii C situate la dreapta lui c, obținem, în contradicție cu conexiunea lui C, două mulțimi deschise nevide în C, Φ^ și Φ , însumând tot C și neavând puncte comune Lema este dovedită Acum să fie C o mulțime conexă arbitrară pe linia ? Presupunem mai întâi că C este mărginit și fie a = inf C, b = sup C Dacă x este orice punct al intervalului (a*, b), atunci, luând punctele a' ∈ C*, b' ∈ C, respectiv, pe [ I; x) și (x; b] (astfel de puncte există în virtutea definiției numerelor a și &), concluzionăm imediat din lemă că xgC Astfel, intervalul (a; b) este în orice caz conținut în C Deoarece c pe de altă parte, C [i; &], atunci C coincide în mod necesar cu una dintre cele patru mulțimi: (a', b), [a; b), (a; &] sau \a \ b ] Dacă C este limitat doar pe o parte, de exemplu, de jos, atunci, punând i = inf C, demonstrăm că intervalul infinit ; (a; oo) este cuprinsă în C: pentru orice punct X £ (a\ oo) luăm punctele a' G C, respectiv b' G C, pe [a; x) și (x; oo) și concluzionăm din lemă că x e C Astfel, în cazul luat în considerare, C este fie un interval (a; oo) fie un semisegment [a; oo) În cele din urmă, dacă C nu este mărginit nici deasupra, nici dedesubt, atunci pentru orice punct xgj? Teorema O imagine continuă a unui spațiu conectat (conectat *) O mulțime M aflată într-un spațiu n-dimensional euclidian se numește convexă dacă segmentul care leagă oricare două puncte ale mulțimii Mt se află în întregime în M SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE |CH * Într-adevăr, fie f o mapare continuă a unui spațiu conex X pe un spațiu Y Este necesar să se demonstreze că Y este conex Dar altfel am avea o partiție a spațiului Y în două mulțimi închise disjuncte nevide: Imaginile inverse Fr și F ale mulțimilor Φx și Φ ar fi nevide (deoarece f mapează X pe tot Y) mulțimi închise disjunse care însumează întreg spațiul X, ceea ce contrazice conexiunea acestuia Teorema implică Teorema O funcție reală y - f(x), continuă pe un spațiu conex X și luând oricare două valori a și b, ia, de asemenea, orice valoare c situată între a și b~ Într-adevăr, mulțimea Y de numere reale, care este imaginea spațiului X, este conectată prin Teorema ; prin urmare, dacă a € Y, b € Y și a r Luați o polilinie nx care leagă punctul a cu x; dacă această linie întreruptă nu are punct comun cu xx' cu excepția lui x, atunci prin adăugarea segmentului xx' obținem o linie întreruptă ax' c; r legând a cu x'; dacă linia întreruptă ax are cel puțin un punct de intersecție diferit de x cu segmentul xx', atunci notăm cu x" cel din aceste puncte care este cel mai apropiat de x' Atunci linia întreruptă ax" nu are punct comun cu segmentul x"xr' punctul, cu excepția punctului x", și, adăugând la linia întreruptă ax" segmentul x"x', obținem o linie întreruptă ax' situată în Γ, care leagă a cu x' Astfel, fiecare punct x' £ (Y(x, e) poate fi unit cu a printr-o linie întreruptă situată în Γ, astfel încât U(x, e) Γ; în raport cu Rn, prin urmare, cu atât mai mult în raport cu Γ), cu atât se demonstrează mai mult că Γ este deschis Să demonstrăm că Γ este închis în Γ Fie x' £ Γ un punct de contact al mulţimii Γ Deoarece Γ este deschis, există U(x\e) c Γ În U(x', c) există un punct x e Γr și poate fi unit cu a printr-o linie întreruptă χ e Γ Deoarece segmentul xx' se află în Γ, repetând cuvânt cu cuvânt construcția tocmai finalizată, obținem din nou o linie poligonală ax' situată în Γ, astfel încât x' £ Γ, care trebuia demonstrat Teorema Fie C o mulţime conexă aflată în spaţiul X; fiecare multime Co care contine C si continuta in [C] este conectata Această teoremă este de obicei formulată după cum urmează: prin adăugarea oricărei mulțimi a punctelor sale limită la o mulțime conexă C, obținem o mulțime conexă De exemplu, să fie C mulțimea tuturor punctelor poliliniei cu legături infinite prezentate în Fig , iar B este orice mulțime (finită sau infinită) situată pe intervalul [ ; ] axa y Deoarece C, după cum este ușor de văzut, este conexat, iar B constă din punctele limită ale mulțimii C, atunci, în virtutea teoremei , mulțimea Cq = C{]B este de asemenea conexă Demonstrarea teoremei Fie Co să îndeplinească condițiile teoremei Dacă Co nu ar fi conexat, atunci am avea o partiție C = Ф și Ф , unde Ф și Ф nu se intersectează și sunt închise în spațiul Co Dar atunci, prin Teorema , mulțimea conexă C, fiind conținută în suma Φm și Φ , ar fi conținută într-unul din termenii acestei sume, de exemplu, în Φx Deoarece Φx este închis în Co, atunci orice punct al mulțimii Co, fiind un punct de contact pentru C^Φ ? ar fi cuprinse în Ph Astfel Φ este gol, iar aceasta demonstrează teorema Fie a un punct arbitrar în spațiul X Numim componenta unui punct a din X suma Ca a tuturor mulțimilor conexe situate în X și care conțin punctul a Mulțimea Ca conține punctul a (întrucât mulțimea formată dintr-un punct este conectată) Prin urmare Ca SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE EGL patru nu este gol Prin teorema se conectează mulțimea Ca Astfel, Ca este cea mai mare mulțime conexă din X care conține punctul a (cea mai mare, în sensul că fiecare mulțime conexă din X care conține punctul a este, de asemenea, conținută în CJ În cele din urmă, din teorema rezultă că Ca este închis (în caz contrar) , adăugând la Ca un punct limită x neconținut în el, am obține o mulțime conectată „mai mare” CaUx) Dacă componentele Ca și C două puncte a și b ale spațiului X au cel puțin un punct comun, atunci ele coincid, deoarece prin Teorema se leagă mulțimea Ca U Cb Deci, componentele oricăror două puncte ale unui spațiu dat fie coincid, fie nu se intersectează Prin urmare, fiecare nenta Ca este ceva a în același timp eu/ între Q Orez un compot și o componentă a oricărui punct x e Ca astfel încât întregul X să se descompună (și, în plus, unic) în componentele sale (adică în componentele punctelor distincte a C X) Fiecare dintre componentele spațiului X nu este conținută în nicio submulțime conexă a spațiului X care este diferit de acesta; în acest sens, componentele unui spațiu dat sunt cele mai mari submulțimi conectate ale spațiului X Observația Ca întotdeauna, considerând orice set TIszX ca spațiu, putem vorbi despre componentele acestui set (care se află într-un anumit spațiu) Mai mult, este firesc ca componentele setului M , fiind inchise in M in general, sa nu fie inchise in X Exemple Dacă X este un punct simplu, atunci componentele lui X sunt punctele sale Dacă X este suma a două sau a unui număr finit de segmente perechi neintersectate ale dreptei reale, atunci aceste segmente sunt componentele lui X În virtutea teoremei Și, singurele mulțimi conexe nevide care se află în mulțimea tuturor punctelor raționale sau în mulțimea perfectă Cantor *) sunt mulțimi de un punct Același lucru este valabil și pentru setul tuturor *) Vezi § din acest capitol Secțiunea conexiunea puncte iraționale Prin urmare, dacă luăm ca spațiu X mulțimea tuturor punctelor raționale, sau mulțimea tuturor punctelor iraționale ale dreptei reale sau mulțimea perfectă Cantor, atunci componenta fiecărui punct a din X va consta din acest punct a Observația Un spațiu X se numește complet deconectat dacă componenta fiecăruia dintre punctele sale este formată din acest punct Cu alte cuvinte, un spațiu este complet deconectat dacă și numai dacă nu conține subspații conectate /non-triviale Exemplul Să luăm o mulțime de puncte raționale ? pe axa x și în fiecare dintre punctele sale x stabilim o perpendiculară de lungime spre y pozitiv Notăm suma acestor perpendiculare cu Q Segmentele Qx sunt componente ale mulțimii Q Orice segment sau semisegment A situat în mulțimea deschisă Γ a dreptei reale ? este conținut într-un interval nevid Γ Γ Este suficient să luăm în considerare cazul A = b]e Γ Atunci, deoarece Γ este deschis în R , există intervale ( ar, cT)^a și (/?';&") E& Evident, intervalul (a'} b") conține segmentul \cr, b\ și se află în Γ Cazul a unui semisegment A cu Γ este tratat în mod similar Din ceea ce s-a dovedit, rezultă că componentele unei mulțimi deschise nevide Γ s ? sunt intervale adiacente mulțimii Φ^ ?X\Γ, adică intervale situate în Γ dar având puncte finale aparținând lui Φ i Am văzut că componentele oricărui spațiu topologic sunt mulțimi închise Exemplele de mai sus arată că componentele pot să nu fie seturi deschise Să luăm un alt exemplu Fie X format din segmente Si, Sn, pe un plan paralel cu axa y și determinat de condițiile: pentru : x= , y Fie Xmm un spațiu topologic O bază aditivă a unei topologii deschise, adică o familie a tuturor mulțimilor deschise ale unui spațiu, este adesea numită o rețea a spațiului X în sensul lui Arkhangel'skii [ ] Pentru hogo la unele familii-; Întrucât mulțimea s de mulțimi din spațiul -X era rețeaua sa, este necesar și suficient ca pentru fiecare punct x ∈ X și fiecare din vecinătățile sale Ox din familia s să existe o mulțime M care satisface condiția x ∈ / și Ox , O rețea formată din seturi deschise de spațiu X se numește baza sa deschisă \ În mod similar, o familie s de mulțimi care generează în mod multiplicativ o topologie închisă (familia tuturor mulțimilor închise din spațiul X) și constă din mulțimi închise este Figura £ se numește baza închisă a pro- a spatiului X Inlocuind intr-o baza data a spatiului X (deschis sau inchis) toate multimile cu complementele lor, obtinem o baza (inchisa, respectiv deschisa) conjugata la cea data initial Cel mai mic număr cardinal, care este cardinalitatea unei baze a spațiului X (în mod evident, nu contează dacă este deschis sau închis), se numește greutatea spațiului X și este notat cu wX Este ușor de observat că dacă X X dacă și numai dacă există o succesiune de puncte {xn} ale mulțimii M convergente în punctul x Evident, este suficient să dovedim doar o jumătate din această propoziție, și anume să găsim în mulțimea M o succesiune de puncte {xj convergente către punctul de contact x al mulțimii M Pentru a face acest lucru, luăm o bază numărabilă a spațiul X în punctul x Fie U k, d= , , , , elemente ale acestei baze Înlocuind, dacă este necesar, U k cu ( П t/ П ГІ i/d , vedem că, fără pierderi de generalitate, putem presupune că u^u^ ^un^ ( ) Deoarece χ este un punct de contact al mulțimii A , pentru fiecare k se poate lua un punct xk e M [}U k Să demonstrăm că șirul {x^ } converge în punctul x Într-adevăr, fie Ox o vecinătate arbitrară a punctului x Prin definiția unei baze locale, există U ks Ox Dar, având în vedere relația presupusă ( ), toate punctele x^,xx+ , se află în Uk^Ox, iar convergența șirului {xj până la punctul x se demonstrează Propunerea ne permite să reducem noțiunea de punct de contact și, prin urmare, întreaga structură a acelor spații în care Propunerea este valabilă, la luarea în considerare a secvențelor convergente de puncte, ceea ce este foarte important pentru aplicații Prin urmare, din punct de vedere topologic, spațiile pentru care se aplică Propoziția formează o clasă foarte importantă de spații; aceste spaţii se numesc spaţii Fréchet-Urysohn*) Știm deja că spațiile cu prima axiomă a numărabilității și în special *) Numit după unul dintre fondatorii topologiei generale, matematicianul francez Fréchet, care a vrut să construiască întreaga topologie generală cu ajutorul conceptului de succesiune convergentă, și P S Uryson, care a fost primul care a determinat granițele logice exacte pentru posibilitatea unei astfel de constructii SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE DIH y, atunci există Гѵ£ astfel încât x Г П Gr /Dacă numim mulțimea goală A și toate sumele posibile de mulțimi Γ mulțimi deschise, atunci axiomele Io și He ale spațiului topologic vor fi satisfăcute în spațiul topologic rezultat X, sistemul S va fi baza Lăsăm dovada cititorului Adesea, de exemplu, în prima ediție a Teoriei mulțimilor lui Hausdorff, nu este dat doar un sistem S de mulțimi Γ, care satisface condițiile (A) și (B), ci un sistem de mulțimi U (x) alocate punctelor x C X și a numit vecinătăți aceste puncte, iar îndeplinirea a trei condiții este prescrisă: A) Cel puțin o mulțime U(x) este atribuită fiecărui punct χ Ε X („fiecare punct χ Ε X are cel puțin o vecinătate”) și întotdeauna x^u (%) § L BAZELE ȘI GREUTATEA UNUI SPAȚIU TOPOLOGIC B) Pentru oricare două vecinătăți U (x) și U (x) ale aceluiași punct x ∈ X, există LA) Oricare ar fi y £ U(x), există U(y)sU(x) / Dacă numim deschisă orice mulțime Γ > X astfel încât pentru orice punct x € Γ să existe U (x) Γ, atunci obținem un spațiu topologic și un sistem S al tuturor mulțimilor U (x) (luat în considerare indiferent de punctele x sunt aşezate în corespondenţă) este baza acestui spaţiu Dovada este din nou lăsată în seama cititorului Mulțimile U(x) raportate la punctul x > X și care îndeplinesc condițiile A), B), C) formează ceea ce Hausdorff numea un sistem de vecinătăți în spațiul X, iar definirea unei topologii cu ajutorul lor se numește definirea unei topologii cu un sistem de cartiere Exemplul Pe linia reală ? , topologia poate fi specificată selectând pentru fiecare punct x ca definind vecinătatea / I \ există toate intervalele de forma (x - -; x + ~) Alături de noțiunea de bază, este adesea convenabil să se folosească noțiunea de prebază a unui spațiu topologic Definiție Un sistem S de mulțimi Oa deschis într-un spațiu topologic X se numește prebază a spațiului X dacă mulțimile care sunt intersecții a P P r s ale tuturor sistemelor finite posibile ale sistemului X formează o bază a spațiului X Evident, orice bază a spațiului este și prebază Exemplul Pe linia numerică, intervale infinite ale formei (- oo; b), (a; + oo) formați o prebază fără a forma o bază Propunerea O mapare f: X-spații într-un spațiu Y este continuă dacă imaginile inverse f~lOa ale elementelor unei subbaze = {OD, iar spațiile Y sunt deschise în spațiul X Dovada Sa punem S Ov a=PO? = SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH patru După condiție, mulțimile Oai » formează baza a spațiului K Evident, SS = j=l Prin urmare, imaginile inverse ale elementelor bazei sunt deschise în X Să luăm o mulțime O deschisă în Y O=U°«,- as Dar apoi multe G O = y Oar as = y G a fiind suma multimilor deschise din X, este deschisa in X Se dovedeste non-discontinuitatea hartii f Un caz special al Propoziției este Propoziția Pentru ca o mapare unu-la-unu f a spațiului X pe spațiul Y să fie un homeomorfism, este necesar și suficient ca în această mapare o anumită bază a spațiului X să fie mapată la baza spațiului Y Dovada este lăsată în seama cititorului Exemple de spații cu prima axiomă a numărabilității, care conțin un număr dens peste tot și nu au o bază numărabilă Spațiul este format din toate punctele semisegmentului [ ; ) Ca bază luăm familia S a tuturor semisegmentelor de forma [x; x'), unde astfel încât în toate punctele din vecinătatea U(r, e) funcția f(x, y) este diferită de zero Pe de altă parte, deoarece Γ este deschis, atunci p(z, = > Mulțimea Γ = U(z, e"), unde e" este cel mai mic dintre numerele e și e', este mulțimea deschisă necesară cuprinse în Γ și libere de puncte ale curbei A x Exemplele de seturi perfecte nicăieri dense pe linie sunt departe de a fi la fel de elementare ca exemplele date acum, care se referă la cazul planului Cel mai simplu astfel de set a fost construit de Cantor și este cunoscut sub numele de set perfect Cantor* sau Cantor discontinuum Acest set remarcabil este de un interes mult mai mare decât interesul unui singur exemplu Este de o mare importanță fundamentală și se aplică în mod constant oriunde se aplică în general teoria mulțimilor Luați segmentul [ ; ] linie numerică Să-l notăm cu A’ și să-l numim segmentul de „rang zero” Pe ea luăm două segmente Ao = j^O; iar Aj Aceste segmente vor fi numite segmente „primul rang”, iar intervalul dintre ele = ^; - un interval de „primul rang” Cu fiecare dintre segmentele Ao și Ag, vom proceda în același mod ca și cu segmentul Ai și anume, pe Ao și pe A, vom lua două segmente de „randul doi”; acestea vor fi prima și a treia treime din fiecare dintre segmentele primului rang, i e Aoo=[o; ] și Aii==[U:t] : între ele se află, respectiv, intervalele de „al doilea rang” 't * e' sRe'a'NAYA treime din segmentul Ao, și bx = fy ; - treimea mijlocie a segmentului A£ (Fig ) Continuăm această construcție la nesfârșit: să fie construite n segmente de rangul al n-lea A^ l (fiecare dintre indici , ip ia valorile și ); împărțim fiecare dintre segmentele A^ ^ în trei bucăți de lungime egală: două extreme, segmentele A^ upo și Ats iii (prima și a treia treime ale segmentului A^ ^) și culcat între ele^intervalb ^ lp (treimea mijlocie a segmentului SUBSETĂRI ALE LINIEI ȘI PLANULUI D^ ^); atunci vor exista două segmente și un interval de (n - )-al-lea rang situat pe segmentul dat de n-a rang Dc l Observația Deoarece segmentele de rangul al n-lea sunt, în perechi, la o distanță pozitivă unul de celălalt, același lucru este și mai adevărat pentru intervalele (și rangul - ) care se află pe ele Intervalele de rang se află între segmentele rangului al n-lea și, prin urmare, sunt la o distanță pozitivă A }■- ) și de aici și succesiunea indicilor ilt і , ip fiecare ip = ® sau = ( ) Mai mult, fiecare secvență ( ) este atribuită unui singur punct x e Π, și anume unui singur punct x aparținând tuturor segmentelor ( ) Asa de: Mulțimea P este în corespondență unu-la-unu cu mulțimea tuturor secvențelor de forma ( ) sau, care este aceeași, a tuturor fracțiilor binare infinite , • • -^n' • •> ~ i > ( ) și deci are puterea continuumului Mulțimea tuturor intervalelor finite adiacente discontinuului Cantor П este ordonată în mod natural (“de la stânga la dreapta”) Este ușor de observat că această mulțime ordonată este similară cu mulțimea tuturor numerelor raționale diadice ale intervalului ( ; )*) Într-adevăr, pentru a stabili corespondența similară dorită, este suficient să citiți sistemul de indexare al fiecăruia intervalul x ca o fracție binară finită » H- • • + * • • + ^=m + • Apoi, intervalele noastre adiacente sunt scrise secvențial folosind indici fracționari, după cum urmează: Mai mult, este clar că aranjarea ordinală reciprocă pe linia dreaptă a intervalelor noastre adiacente este aceeași cu aranjamentul numerelor binare raționale care sunt indicii lor, ceea ce dovedește afirmația noastră *) Această afirmație ar putea fi dedusă din Teorema I din § Cap , asigurându-vă că între intervalele adiacente finite nu există nici cea mai stângă, nici cea mai dreaptă și că între oricare două intervale adiacente există infinit de multe intervale adiacente ț § cinci] SUBSETĂRI ALE LINIEI ȘI PLANULUI Observația Punctele mulțimii Π care sunt capetele intervalelor adiacente sunt numite puncte de primul fel (sau puncte unilaterale) ale mulțimii Π Evident, există doar o mulțime numărabilă a acestora Toate celelalte puncte ale mulțimii P sunt numite puncte de al doilea fel (sau puncte cu două fețe) Dacă x este capătul din stânga unui interval adiacent, atunci x este punctul de intersecție al segmentelor Ats l*poi, •••» iar dacă x este capătul drept al intervalului adiacent q atunci x este punctul de intersecție al segmentelor Дц і і> Дц іяіо, Ai t I o o » Ats ^ ? • Dacă punctul x aparține segmentelor Ao ZD Dts ZD Dts/ ZD Dtsst =) =) Dtsst lp ZD , în plus, printre indicii ip pentru n arbitrar de mare există atât zerouri, cât și unu, atunci x este un punct de al doilea fel Astfel, dintre fracțiile binare infinite ( ), unu-la-unu corespunzătoare punctelor mulțimii II, punctele de primul fel corespund fracțiilor ( ), în care toate ip, începând de la unele, sunt egale unul față de celălalt (și care, prin urmare, sunt expansiuni de numere binar-raționale) Mulțimea Cantor П poate fi definită ca mulțimea tuturor punctelor segmentului [ ; ], care au o expansiune a fracțiunii ternare constând numai din cifrele și Într-adevăr, punctele intervalului adiacent = ^ ; se caracterizează prin faptul că expansiunea lor într-o fracție ternară are primul semn ternar Rețineți că capetele intervalului au două expansiuni și anume: , = , - și , = , Este important pentru noi să remarcăm că fiecare dintre aceste puncte are o descompunere la care participă doar cifrele și Astfel, ambele segmente ale primului rang sunt formate din puncte care au o descompunere într-o fracție ternară, a cărei prima cifră este fie , fie Printre aceste puncte, cele a căror expansiune ternară are în mod necesar ca a doua cifră, sunt intervalele S = (y; y) și = y), adică adiacente Deci, punctele intervalelor adiacente de rangul doi sunt caracterizate prin faptul că SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH & neavând numărul ca prim semn ternar, îl au inevitabil ca al doilea semn ternar Prin urmare, eliminând din segmentul [ ; ] intervale adiacente ale primelor două rânduri, vom elimina toate punctele și numai acele puncte pentru care cifra apare în mod necesar ca primul sau al doilea semn ternar În același mod, ne asigurăm că intervalele adiacente ale celui de-al treilea rang constau din puncte ale căror primele două semne ternare sunt diferite de , dar al treilea este cu siguranță o unitate etc În general, eliminând din segmentul [ ; ] toate intervalele adiacente de ranguri, vom elimina toate punctele care au cifra cel puțin într-unul din primele n locuri ale expansiunii ternare De aici rezultă că suma tuturor intervalelor adiacente proprii mulțimii П constă din toate punctele segmentului [ ; ], a cărei descompunere ternară conține în mod necesar cel puțin o cifră Aceasta dovedește Aserția Rețineți că fiecare dintre punctele de primul fel, fiind un punct de forma , are două expansiuni ternare (dintre care una nu conține o Cifră!) ';'patru Setul cantorogo Π nu este nicăieri dens pe linia reală De fapt, deoarece Π este închis, este suficient să arătăm că mtb A^Xη este peste tot dens pe Y? , adică fiecare punct x al dreptei reale este un punct de contact al mulțimii A^Xη Evident, este suficient să luăm în considerare cazul χ e Π și să arătăm că, indiferent de δ > , există puncte situate în ( (x, ) Pentru a face acest lucru, luați în considerare un u atât de mare încât de segmente de lungime, atunci distanța de la fiecare punct al mulțimii ІЦ (și deci, în special, de la fiecare punct x > Π) la suma intervalelor care formează complementul la GC este mai mică decât ^ b Totuși, dacă ar exista a Φ primul se află la stânga celui de-al doilea, atunci Ax a Ay, astfel încât corespondența stabilită de noi între punctele celui de-al doilea fel al mulțimii Φ și golurile în ϲ este o corespondență de similitudine Să presupunem acum că ni se dau două seturi dense de nicăieri perfecte mărginite Φ și Φ' pe dreapta reală Notăm mulțimile punctelor lor de primul fel cu S și respectiv S', iar mulțimile ordonate ale intervalelor lor finite adiacente cu Ѳ și Ѳ' Mulțimile ordonate Ѳ și Ѳ' sunt similare între ele, deoarece fiecare dintre ele este similară cu mulțimea tuturor numerelor raționale diadice O corespondență de similaritate între Ѳ și Q' generează o corespondență de similaritate între S și S'; dacă = (%; #) și ' = - corespunzând unul altuia intervale adiacente la Ф și Ф', atunci considerăm că x și x', y și y' corespund unul altuia În plus, asociem inf Φ cu a' = inf Φ; ' = sup Φ și b' = sup Φ' Corespondența de asemănare dintre Ѳ și Ѳ' dă naștere unei corespondențe de similitudine între mulțimile tuturor golurilor din Ѳ și din Ѳ', adică între punctele de al doilea fel din Ф și Ф' Rămâne să arătăm că corespondența unu-la-unu rezultată între toți Φ și toți Φ' este o corespondență de similaritate Pentru a face acest lucru, este suficient să demonstrați următoarele: SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH patru Dacă x este de primul, y este de al doilea fel în Φ? şi k' şi y sunt punctele corespunzătoare din Φ\ apoi x y, implică x' y' ( Dar relația x y (care este echivalentă cu relația x e Vy) S-a dovedit prin argumentele anterioare TEOREMA Toate seturile dense de nicăieri perfecte mărginite de pe linie sunt asemănătoare între ele În special, fiecare set perfect mărginit nicăieri dens pe linie este similar cu discontinumul Cantor Întrucât topologia dreptei reale și a mulțimilor care se află pe ea poate fi considerată ca o topologie ordinală în mulțimea numerelor reale, în Teorema cuvântul „similar” poate fi înlocuit cu cuvântul „homeomorf” Același raționament demonstrează că toate mulțimile perfecte nicăieri dense și nemărginite în ambele direcții sunt similare între ele (raționamentul nostru este chiar ușor simplificat de faptul că astfel de mulțimi au doar intervale adiacente finite) Apropo, toate seturile dense de nicăieri perfecte nemărginite în ambele direcții sunt similare, de exemplu, cu discontinuul Cantor, din care sunt îndepărtate cele două puncte extreme (cel mai din stânga și din dreapta) În mod similar, un set perfect dens nicăieri mărginit doar de jos (numai de sus) este ca un discontinuum Cantor fără punctul său din dreapta (cel mai din stânga) Din cele de mai sus rezultă că orice set perfect dens nicăieri are cardinalitatea unui continuum În sfârșit, dacă o mulțime perfectă este densă pe un anumit interval, atunci conține acest interval și, prin urmare, are și cardinalitatea continuumului; deci avem urmatorul rezultat general: Teorema Fiecare mulţime perfectă de pe linie are cardinalitatea continuumului Această teoremă (din nou pentru mulțimi dense mărginite nicăieri) poate fi dedusă și din alte considerații Am văzut că setul de puncte al celui de-al doilea fel al unei mulțimi perfecte nicăieri dens Φ este similar cu setul de goluri ale mulțimii Dar mulțimea Ѳ, la rândul ei, este similară cu mulțimea numerelor raționale Aceasta înseamnă că mulțimea tuturor punctelor celui de-al doilea fel al mulțimii Φ este similară cu mulțimea tuturor golurilor din mulțimea numerelor raționale; dar mulțimea tuturor golurilor din mulțimea numerelor raționale este similară cu mulțimea tuturor numerelor iraționale Acest rezultat rămâne valabil chiar și fără presupunerea că mulțimea Φ este mărginită § ] - : EXEMPLE DE SPAȚII METRICE Teorema Mulțimea tuturor punctelor celui de-al doilea fel al oricărui set perfect dens nicăieri de pe linie este similară cu mulțimea tuturor numerelor iraționale și, prin urmare, are cardinalitatea unui continuum Încheiem această secțiune construind o mapare standard a discontinuului Cantor pe un segment al liniei reale Prin teorema , mulțimea intervalelor adiacente discontinuului Cantor este similară cu mulțimea numerelor raționale diadice ale unui segment Pe intervalul dz adiacent discontinuului Cantor, care are ca număr numărul diadic-regional r, punem funcția φ egală cu r, la fel ca la capete Rămâne de definit funcția φ în punctele celui de-al doilea fel al discontinuului Cantor Fiecare astfel de punct £ definește o împărțire a mulțimii tuturor intervalelor adiacente în două clase, în intervale la stânga punctului g și în intervale la dreapta acestui punct Aceasta definește o secțiune (L, B) în mulțimea tuturor numerelor raționale diadice ale unui segment, care este un gol Setăm φ(t) egal cu numărul diadic-irațional corespunzător acestui decalaj Astfel, am construit o mapare φ a unui segment pe el însuși Este continuă, ca o mapare monotonă a unui set ordonat pe altul Graficul acestui afișaj remarcabil se numește „Scara Cantor” Restricția acestei mapări la Cantor discontinuum Π este maparea standard a mulțimii Π pe un segment § Câteva exemple clasice de spații metrice și proprietățile acestora În această secțiune, oferim câteva dintre cele mai importante exemple de spații metrice care sunt întâlnite constant în diferite ramuri ale matematicii Linia numerică ? este cunoscută cititorului din liceu Punctele spațiului euclidian n-dimensional Rn sunt șirurile -^ " ' * * > %P din n numere reale, iar distanța dintre două puncte x=(x ? ,xn) și y=(ylf ,yn) este determinată de formula p(x, Y) = V(*i -YiY + -+(Xn -y"Y- Această distanță satisface în mod evident axiomele de identitate și simetrie Să demonstrăm că satisface și axioma triunghiului Dovada se bazează pe inegalitatea Cauchy-Bunyakovsky (numită incorect inegalitatea SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH patru Schwartz), și anume inegalitatea p G p G * p, - - / ^*) (U k=l 'G k=l adevărat pentru orice colecție de numere reale xk și ylz Începem prin a demonstra această inegalitate Luați în considerare somnul- a început un caz particular, când distanțele de la punctele x = (x ? xn) și # = •••» Yn) nicio origine a coordonatelor o = ( , ) sunt egale cu (adică, %t + -f-x = , UIC- + y'b = ) La fel de p p p p (xk-yky= s x|+ YI- Xkyk, k-\ &=i C'=l £ = i apoi nnn x%+ xky^, k- kl fe=I n prin urmare, în virtutea presupunerilor noastre, avem P (iz) k~ Fie acum x = (xn xn) și Y~(Yi, ••• yn) să fie puncte arbitrare în spațiul n-dimensional Rn Sa punem Xk, Marea Britanie / ^ ' ^ P pentru t= , , , n Atunci distanța de la punctele x/ = (x' , xfn), y' ~(yi > y'n) până la origine este egală cu , iar noi, prin ceea ce tocmai am demonstrat, putem scrie P x'ky'ks^ , k= adică decât este dovedită inegalitatea Cauci-Bunyakovsky *) Pentru cititorii care sunt familiarizați cu cele mai simple concepte privind vectorii într-un spațiu u-dimensional, observăm că inegalitatea ( ) pentru doi vectori t = (xi, xn) și yn) este deosebit de ușor de scris dacă utilizați notația produsului scalar: H) ^ | І'ІЦІ-, $ ] , EXEMPLE DE SPAȚII METRICE Să demonstrăm acum că axioma triunghiului este valabilă în spațiul Rn, adică pentru orice x~ (xx, , xn) și y = (ylt yn) avem inegalitatea (sumare peste tot de la la n) KSi**- *) p(x, y), SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH g adică > / Vk=l ( > Acum să fie șirurile de numere reale x , x„ și Ui, U , •••, U„ ••• este o secvență cu sumă convergentă către iad SO apoi în (adică seria x'n și yn converg) Apoi, trecând la ( } n- P-I până la limita ca η —> oo, obținem / ^+ / (h—y k) - ( ) r k^\ rk=\ y k=l Deoarece toate seriile scrise au termeni pozitivi, atunci din ( ) rezultă că seria OS S UI converg, apoi seria *=і k=\ k=\ și este relația aritmetică de care avem nevoie pentru a defini spațiul Hilbert Definiția spațiului Hilbert R* Punctele spațiului Hilbert sunt toate șiruri infinite posibile de numere reale X E x , , Xp, cu suma convergentă a pătratelor Distanța dintre două puncte x = (xr, x , , xn, ) și y = (y y , , yn, ) este determinată de formula p(*, y) = ]/^(xn - y „Y (prin ceea ce tocmai s-a dovedit, seria din dreapta converge sub ipotezele noastre, astfel încât distanța este definită pentru oricare două puncte din spațiul Hilbert) Verificăm axiomele spațiului metric Axiomele identității și simetriei sunt îndeplinite într-un mod evident Axioma triunghiului se obține prin trecerea la limită ca η —> oo din inegalitatea corespunzătoare pentru § ] EXEMPLE DE SPAȚII METRICE spațiu euclidian i-dimensional /^ r #/r) + /^ (/A Xk) ^ /^ (Xk Zkf • Г k=lrk=l V k=l Mulțimea tuturor punctelor x = (xlf x , spațiu Hilbert (sau doar o cărămidă Hilbert) Este ușor de observat că Q este închis în °°° Știm că mulțimea tuturor numerelor raționale (și, de asemenea, a tuturor numerelor iraționale) de pe linia numerică ? este peste tot densă pe ea Este ușor să găsiți o mulțime densă numărabilă peste tot în spațiul euclidian n-dimensional Rn pentru orice n: o astfel de mulțime este, de exemplu, mulțimea tuturor punctelor „raționale”, adică punctele pentru care toate n coordonatele sunt raționale Numărabilitatea acestui set a fost dovedită în § al Cap Spațiul Hilbert ? are, de asemenea, o mulțime densă numărabilă peste tot: o astfel de mulțime, de exemplu, este mulțimea D a tuturor punctelor de formă x = (rv r , rn, , , , ), ( ) pentru care toate coordonatele sunt raționale și printre ele doar un număr finit (dar arbitrar mare) este diferit de zero Numărabilitatea mulțimii D rezultă din faptul că D este suma unei mulțimi numărabile de mulțimi Dn, unde Dn , prin definiție, constă din toate punctele de forma ( ) pentru u dat Se construiește un spațiu Hilbert general Hx pentru orice număr cardinal infinit m în felul următor (rezultând, în cazul lui m numărabil, un spațiu Hilbert obișnuit (clasic) Sa luam o multime V = (a) de cardinalitate m, pe care o vom numi multimea indicilor, iar elementele a din multimea $ in sine se vor numi indici Pentru m numărabil luăm ca mulțimea tuturor numerelor naturale*) Fiecărui cc ^ îi atribuim un număr real xa în așa fel încât mulțimea celor a pentru care să fie cel mult numărabilă și astfel încât Suma numerelor pătrate xa a fost finită Am obținut o funcție x = x(a), definită pe mulțimea , cu valori care sunt numere reale și care îndeplinește condițiile de mai sus Fiecare astfel de funcție x cu valori ' *)* Pentru orice m, se poate lua, desigur, pentru mulțimea tuturor numerelor ordinale de cardinalitate Y"), •••" An~(xn, yn) cu abscise raționale și xo = , xn = \ Evident, fiecare linie întreruptă admisibilă L este graficul unei linii continue pe [ ; ] al funcției X(x), liniară în fiecare dintre segmentele [ ;xx], [xx; x ], [xn x; ] Funcțiile continue de acest fel sunt numite liniare pe bucăți O funcție liniară pe bucăți se numește „admisibilă” dacă graficul ei este o linie întreruptă admisibilă Printre liniile întrerupte admisibile și funcțiile liniare pe bucăți corespunzătoare, vom evidenția în special liniile întrerupte „regulate” și funcțiile Numim o linie întreruptă admisibilă regulată dacă ambele coordonate ale fiecăruia dintre vârfurile sale sunt raționale Funcțiile ale căror grafice sunt linii întrerupte regulate vor fi numite și obișnuite Din Teorema § Cap că setul tuturor liniilor întrerupte regulate este numărabil În consecință, funcțiile obișnuite formează o submulțime numărabilă Co a spațiului C Sarcina noastră este să dovedim că mulțimea Co este densă peste tot în C Această afirmație decurge din următoarele două propoziții: A) Indiferent de continuu pe [ ; ] funcția f(x) și un număr pozitiv e, există o funcție liniară pe bucăți admisibilă X(x) care satisface pentru toate x £ [ ; ] inegalitatea I f(X) - X(x)| > astfel încât pentru orice x' și x" de pe segmentul [ ; ] care satisface inegalitatea |x' — x" | yn mai mic decat e si Aj = (xz, z/z), m I la (x) - X * (x) I unde Apoi X(x) = /r/, + ( - t)yi + , ^(x) = ty'i + (l - t)y'i + și, prin urmare U(x)-X*(x)|sC/|z/z- HI + O- IU/+ -"A-+ | : Q E D Spații Baer Fie X = {a} mulțimea unor elemente a, numite indici, iar cardinalitatea mulțimii să fie un număr cardinal dat arbitrar m Să construim spațiul metric Bx după cum urmează Punctele spațiului Br sunt, prin definiție, toate secvențele (numărabile) posibile g=(a a , , an, ) elemente ale multimii de indici Distanta dintre doua puncte t = (sc, , osl, ) si (a^, , ) este determinata de că = = dar ak=^ak Printre axiomele unui spațiu metric, axiomele identității și simetriei sunt valabile într-un mod evident Axioma triunghiului este, de asemenea, ușor de verificat și chiar și în următoarea formă întărită: dacă p(g', v) = "' atunci P(n") = ' unde k este cel mai mic dintre cele două numere k', k ", și, în consecință, l/k este cea mai mare dintre cele două distanțe p(g, t') și p(|', t")• Vecinătatea sferică este setul ai aha pentru care O ( £, - ) puncte £ = (c, toate punctele = (oq, a'n = an A", ) , A;, ), Mulțimea tuturor vecinătăților sferice a tuturor punctelor posibile este evident echivalentă cu mulțimea tuturor combinațiilor finite posibile a, , al, adică are cardinalitatea m Prin urmare, spațiul Bx are greutatea m și este legitim să-l numim un spațiu Baer de greutate m Baer însuși a construit spațiul Bx numai pentru o cardinalitate numărabilă m=J* , iar apoi mulțimea este pur și simplu mulțimea tuturor numerelor naturale, iar punctele spațiului B$o sunt șiruri numărabile a numerelor naturale Propozitia Spatiul Baire B% este homeomorf spatiului J al tuturor numerelor irationale, considerat ca subspatiu al dreptei reale R i Dovada Întrucât mulţimea R de fiice raţionale ale dreptei reale este similară cu mulţimea /? de puncte raţionale diadice ale segmentului I = [ ; ] (vezi corolarul Teoremei , § , Cap ), este suficient să se demonstreze că spațiul Baire B$ este homeomorf subspațiului J = I\R al segmentului Pe segmentul I se consideră o familie numărabilă de segmente i = {AD, j = ± , zîz , z , , unde A,- = Г - ; - - I pentru j y > și A,- = [ + J s = [ ' ; '] pentru j b - la SET = {Dn*: /, k= ± , ± , Continuând aceste construcții, la pasul următor obținem o familie de segmente de rangul b ={d/m: /, M=± , ± , }, A^cA^cAy, etc co Fie S=U Z Este ușor de observat că mulțimea capetelor tuturor segmentelor incluse în familia coincide cu mulțimea A? de puncte raționale diadice ale segmentului I Putem presupune că spațiul B^ constă din secvențe numărabile de numere întregi diferite de zero În această ipoteză, este ușor să construiți o mapare f: ->/ simplă B% în segmentul I Și anume, setăm f (^i> ^ > ^ > • • •> • • •) - B Dpgl A • ' * A Antrt A • • • Maparea rezultată este unu-la-unu Aceasta rezultă imediat din construcția sistemului de segmente Să arătăm că f(B$ ) = J Fie χζ/ și Δ^, ΔM , , Ak, k ke o succesiune de segmente încorporabile care conțin punctul x Atunci f(kA, k , k^ , kt )~x Aceasta demonstrează că J ^fB$ Fie acum x e R Atunci x este sfârșitul unui segment de rang k (numărul k depinde de x) Prin urmare, x nu aparține niciunui segment de rang (yT- ) - Astfel, x(rfB^ Astfel, am construit o mapare unu-la-unu f a spațiului B^ pe spațiul J Să arătăm că maparea f este sistem topologic/mult | (j, r €B$C, u= , , formează baza spațiului B^o Fiecare mulțime este formată din puncte ale căror primele n coordonate sunt egale cu primele n coordonate r ? rn ale punctul r Prin urmare, = = = AG ,rn Π J - Dar mulţimile D^ A Λ, = , , , ki = ЖІ, rb , + , , z = l, , u, formează o bază a spațiului D Astfel, harta f duce baza spațiului 'B^ la baza spațiului J , deci f este o hartă topologică Propunerea a fost dovedită După cum am arătat, spațiul Baire B^ are greutatea # , adică are o bază numărabilă Pentru a obține o mulțime numărabilă care este peste tot densă în B$o, notăm cu Hz mulțimea tuturor secvențelor de forma (nx, , , , ) în care toate numerele naturale sunt cuprinse; notăm cu H mulţimea tuturor USD] EXEMPLE DE SPAȚII METRICE secvențe de forma (nі n , , , ), unde nt și n sunt mostre sunt mulțimea tuturor numerelor naturale independent unele de altele În general, notăm cu Hk mulțimea tuturor secvențelor formei nk, , , ), unde n y , n trece prin mulțimea tuturor numerelor naturale independent unul de celălalt Fiecare dintre seturile Hk este numărabil; suma H a tuturor mulțimilor Hk este o mulțime numărabilă care este peste tot densă în spațiul Baire B^ Se notează cu Mn mulţimea punctelor din plan formată din /r~ puncte Mulțimea E este definită ca suma tuturor mulțimilor M# , , ) Limita pentru multimea E sunt toate punctele segmentului [ ; ] axa x Se consideră ca spațiu metric X mulțimea (întinsă pe planul R ) formată din toate punctele mulțimii E și toate punctele segmentului [ ; ] axa x În acest spațiu, mulțimea E este o mulțime densă numărabilă peste tot Este curios de observat că mulțimea E este mulțimea minimă densă pretutindeni a spațiului X, în sensul că orice mulțime densă peste tot în X conține întreaga mulțime E Rămâne la latitudinea cititorului să verifice că există mulțimea densă minimă peste tot în spațiul metric numai dacă atunci când mulțimea tuturor punctelor izolate ale acestui spațiu este peste tot dens în el În special, nu există mulțimi dense minime oriunde fie în Rn euclidian, fie în Hilbert H\, sau în spațiile Baire: dacă scădem un număr finit de puncte din orice mulțime care este peste tot dens într-unul dintre spațiile numite, atunci setul rămas va fi peste tot dens; este posibil să scădem o mulțime infinită din orice mulțime care este peste tot densă în spațiul euclidian, Hilbert sau Baire, astfel încât mulțimea rămasă să fie peste tot densă În concluzie, remarcăm că aproape toate spațiile metrice luate în considerare în această secțiune și anume: spațiile euclidiene Rn de un număr arbitrar de dimensiuni, spațiul Hilbert R™, spațiul С al funcțiilor continue pe intervalul [ ; ], spațiul Baire B% sunt spații cu o bază numărabilă Într-adevăr, toate spațiile menționate mai sus sunt separabile; prin urmare, prin Teorema § , toate au pondere numărabilă SPAȚII METRICE ȘI -TOPOLOGICE [CH patru § Spații cu bază numărabilă Spațiile cu o bază numărabilă, adică spații cu greutate numărabilă, formează una dintre cele mai importante clase de spații topologice, care este deosebit de comună în aplicații Am văzut că spații la fel de importante pentru toată matematica ca și spațiile euclidiene de orice număr de dimensiuni, spațiul Hilbert, spațiul C al tuturor funcțiilor continue definite pe intervalul [ ; ], spațiul Baire și o serie de alte spații sunt spații cu o bază numărabilă Știm deja că orice spațiu cu o bază numărabilă este separabil, adică conține un set dens numărabil peste tot Demonstrăm acum următoarea propoziție: Teorema Dacă X are o mulțime densă numărabilă peste tot, atunci orice sistem S de mulțimi deschise disjunse în perechi în X este finit sau numărabil Deoarece fiecare punct izolat al spațiului X formează o mulțime deschisă, teorema conține „ ” Teorema Dacă X are o mulțime densă numărabilă peste tot, atunci mulțimea tuturor punctelor izolate ale spațiului X este fie finită, fie numărabilă Demonstrarea teoremei Fie X să conţină o mulţime numărabilă densă peste tot M Punând în corespondenţă fiecărei mulţimi deschise Γ C S un punct definit al mulţimii M conţinută în ea, obţinem o corespondenţă unu-la-unu între mulţimea S şi unele submultimea multimii I, care se dovedeste ca S este finit sau numarabil Exemple de spații metrice care nu conțin niciun set dens numărabil peste tot Notăm cu R o mulțime nenumărabilă (despre natura ale cărei elemente nu facem nicio presupunere) Pentru oricare două elemente x > R, y > R, setăm p(x, y) = Această definiție a distanței transformă mulțimea D într-un spațiu metric, ale cărui puncte sunt izolate în /? Prin urmare, singura mulțime care este peste tot densă în R este R însuși, care, prin presupunere, este de nenumărat Fie R un plan numeric obișnuit, distanța obișnuită dintre punctele z, z' pe care o vom nota, ca întotdeauna, cu p(r, r') Fie o originea coordonatelor Să stabilim acum pentru oricare două puncte r £/? , p'(r, r') = p(r, '), „Molid drept gg” trece prin oh și p'(?, z') = p(z, o) + p(o, z'), 'moid drept zz' nu trece prin o Mulțimea punctelor planului R cu distanța p’ între ele este spațiul metric R Dacă pe o dreaptă care trece prin o luăm mulțimea tuturor punctelor distincte de punctul o, atunci această mulțime va fi deschisă Prin urmare, în spațiul R există o mulțime nenumărabilă de mulțimi deschise disjunse în perechi și, în consecință, nu există o mulțime densă numărabilă peste tot § ] SPAȚII CU BAZĂ NUMĂRĂBILĂ ■ Reamintim că un punct a se numește punct de condensare al unei mulțimi M în spațiul X dacă fiecare vecinătate a punctului a conține o mulțime nenumărabilă de puncte a mulțimii M Este evident că numai mulțimile nenumărabile pot avea puncte de condensare și că fiecare punct de condensare este cu atât mai mult un punct limită Există următoarea teoremă remarcabilă, demonstrată pentru prima dată de Lindelöf: Prima teoremă a lui Lindelöf Fie M o mulțime* situată într-un spațiu cu o bază numărabilă Atunci punctele mulțimii M care nu sunt puncte de condensare ale acestei mulțimi* formează o mulțime finită sau numărabilă Dovada În primul rând, observăm: dacă = {ГѵГг, ,GL> } este o bază definită-numărabilă a spațiului X, atunci pentru ca un punct x să fie un punct de condensare al mulțimii A , este necesar și suficient ca fiecare S-vecinătate *) a punctului x să conțină o mulțime nenumărabilă de puncte de la M Deci, dacă x nu este un punct de condensare al mulțimii M, atunci există o vecinătate S a punctului x care conține cel mult o mulțime numărabilă de puncte din M Pentru fiecare punct x al mulțimii M care nu este un punct de condensare din acest set, alegem o vecinătate S care conține cel mult un set numărabil de puncte din M Deoarece toate vecinătățile S sunt un set numărabil, numărul de vecinătăți selectate este chiar mai mult decât numărabil Fiecare dintre aceste cartiere conține cel mult un set numărabil de puncte din U; prin urmare, mulțimea tuturor punctelor mulțimii i care se încadrează în suma S-vecinătăți selectate va fi, de asemenea, cel mult numărabilă Deoarece fiecare punct al mulțimii M care nu este un punct de condensare se încadrează în cel puțin o vecinătate selectată, se demonstrează teorema Teorema Mulțimea Φ a tuturor punctelor de condensare ale oricărei mulțimi M aflate într-un spațiu cu o bază numărabilă este o mulțime perfectă, goală dacă și numai dacă M este cel mult numărabil și nenumărabil în cazul lui nenumărabil M Fiecare punct Ф este punctul de condensare al mulțimii Ф Dovada Notăm cu Φ mulțimea tuturor punctelor de condensare ale mulțimii M Din teorema anterioară rezultă că Φ în cazul lui M nenumărabil este nenumărabil; dacă M este cel mult numărabil, atunci Φ este evident gol Să demonstrăm că Φ este o mulțime perfectă ' *) Prin o vecinătate S de un punct x înțelegem o vecinătate aparținând bazei S SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH patru Setul Ф este închis Într-adevăr, fie a un punct de contact al mulțimii Φ Atunci orice vecinătate U a punctului a conține un punct x e Φ; ca o mulțime deschisă care conține punctul x, mulțimea U este o vecinătate a acestui punct și, prin urmare, conține o mulțime nenumărabilă de puncte din M Deoarece U este o vecinătate arbitrară a punctului a, atunci a este un punct de condensare al setați M, adică a e Să demonstrăm că fiecare punct a e Φ este un punct de condensare al mulţimii Φ Într-adevăr, fie U o vecinătate arbitrară a punctului a După definiția punctului a, mulțimea U L M este nenumărabilă; prin urmare, după teorema lui Lindelöf, toate punctele sale (cu excepția, cel mult, a unui număr numărabil dintre ele) sunt puncte de condensare ale acestei mulțimi U PM și, prin urmare, cu atât mai mult, puncte de condensare ale mulțimii M, i e , aparțin mulțimii Ф Astfel, orice punct de vecinătate a conține nu numai un infinit, ci chiar o mulțime nenumărabilă de puncte a mulțimii Φ Teorema este demonstrată Consecinţă Orice mulțime închisă F care se află într-un spațiu cu o bază numărabilă este fie cel mult numărabilă, fie este suma unui set perfect nenumărat al punctelor sale de condensare și cel mult un set numărabil de alte puncte Într-adevăr, notând cu Φ mulțimea tuturor punctelor de condensare ale mulțimii F, avem Φ F, în timp ce /X > Φ prin prima teoremă a lui Lindelöf este cel mult numărabilă A doua teoremă a lui Lindelöf Oricare ar fi sistemul nenumărabil de mulțimi deschise G dat în spațiul X cu o bază numărabilă, în sistemul se poate găsi un subsistem numărabil sau finit E a cărui unire a elementelor coincide cu uniunea elementelor sistemului § Pentru dovadă, luăm o bază numărabilă r ; G , Gi > ( ) spațiu X Un element ΓΓ al acestei baze se spune că este „marcat” dacă Γ este conținut în cel puțin un G ⊂ Fie Y Y Y „ ” P > • • • > X nfe” • • • — toate elementele „marcate” de bază ( ) Fiecare Tnk este cuprins, în general, în mai multe (poate chiar infinit de multe) G^V diferite; Pentru fiecare Vnk „marcat” alegem un G ⊂ V bine definit care îl conține, pe care îl notăm cu Gk Obținem cel mult un subsistem numărabil Gx,G , ,Gk ■ ( ) sistemul V Afirmăm că suma tuturor mulțimilor ( ) este egală cu suma tuturor mulțimilor G g V în general Este suficient să arătăm că, § SPAȚII CU BAZĂ NUMĂRĂBILĂ orice punct x aparține unui G ⊂ V, există o mulțime G& în ( ) care conține punctul x Dar, de fapt, dacă xțG, atunci (deoarece G este deschis și ( ) este o bază) există Γn care conține x și conținut în G dat Atunci Γ* este, prin însăși definiția sa, un element marcat al bazei ( ) și, prin urmare, este conținută în unele Gk din secvența ( ) Acest Gk conține și punctul x, care trebuia demonstrat Teorema (Baer-Hausdorff) Orice sistem bine ordonat crescător sau descrescător de mulțimi care sunt fie toate închise, fie toate deschise într-un spațiu X cu o bază numărabilă conține cel mult un număr numărabil de elemente distincte Dovada se bazează pe următoarea lemă: Lema Sistem de set bine ordonat strict crescător (strict descrescător) M s:M s: czAf^cz (respectiv zdzd ), constând din naturale numere reale, este cel mult numărabil Într-adevăr, să xa € Ma+i\A a, respectiv xa g Afa\ Wa+ Dacă sistemul tuturor Ma ar fi nenumărabil, atunci am avea un set nenumărabil de numere naturale distincte perechi xa, care nu poate fi Să demonstrăm acum teorema Baer–Hausdorff Este suficient să dovedim afirmația ei cu privire la sistemele crescătoare și descrescătoare bine ordonate de mulțimi deschise: trecerea la mulțimi suplimentare va da aserțiuni privind sistemele de mulțimi închise Deci, să presupunem că într-un anumit sistem bine ordonat de mulțimi deschise există un subsistem nenumărabil de mulțimi distincte GxcG cz czGacz , respectiv G z)G ,z> ZDGaz> • r Să luăm o bază numărabilă a spațiului și să enumerăm elementele acestuia odată pentru totdeauna: u r u „ și n, Acum construim pentru fiecare Ga o multime Ma formata din toate acele numere naturale n pentru care t/n > Ga Evident, din faptul că Gacz G , rezultă că Prin urmare seturile Ia sunt în condițiile lemei și, prin urmare, nu poate exista un număr nenumărat de mulțimi diferite între ele Prin urmare, între mulțimile Ga, nu poate exista un număr nenumărat de mulțimi distincte Aceasta demonstrează teorema Baer-Hausdorff Aceeași teoremă poate fi enunțată și după cum urmează {prezentăm doar formularea referitoare la descreștere SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH patru sisteme cu set închis, lăsând cititorului restul de trei formulări): Teorema ' Oricare ar fi sistemul descrescător bine ordonat de mulțimi închise ale spațiului X cu o bază numărabilă, enumerate prin toate numerele ordinale din prima și a doua clasă: Fo^ F^ F ^ E Fa^ , a Fpw pentru orice ordinal număr mai mic decât cineva, un număr ordinal este construit astfel încât pentru t a/ Apoi FVa CZ apoi pentru (Oi, care este CZ Fa' Q /;;'CZ Q Fv^, T e Fv = £ = ,, Din prima teoremă a lui Lindelöf rezultă că £ta) poate fi goală numai în cazul lui E numărabil cel mult În cazul lui E nenumărabil, mulțimea £(a) = £(a + ) = USD] SPAȚII CU BAZĂ NUMĂRĂBILĂ un set perfect (conținând setul tuturor punctelor de condensare ale setului E) Spațiile cu bază numărabilă admit și alte teoreme referitoare la cardinalitățile diferitelor sisteme de mulțimi În primul rând, să demonstrăm următoarea afirmație: Teorema G Mulțimea tuturor mulțimilor deschise dintr-un spațiu dat X cu o bază numărabilă nu depășește cardinalitatea c Într-adevăr, să Гх, Г , Гп,, f ( ) este baza spațiului X Fiecare mulțime deschisă G corespunde în mod unic unei subsecvențe a șirului ( ) constând din toate Γn conținute în G Subsecvențe diferite corespund a două mulțimi deschise diferite, deoarece dacă G și G' sunt diferite, atunci există un punct x> una dintre aceste mulţimi, de exemplu G, şi nu aparţine celeilalte; dar atunci există și o vecinătate Γg a punctului x care se află în G, dar nu se află în G' Astfel, s-a stabilit o corespondență unu-la-unu între toate mulțimile deschise ale spațiului X și anumite secvențe de numere naturale (numerele elementelor Γn ale șirului ( )) Aceasta dovedește că cardinalitatea mulțimii tuturor mulțimilor deschise din spațiul X nu depășește c Deoarece trecerea de la o mulțime deschisă la complementul său oferă o mapare unu-la-unu a mulțimii tuturor mulțimilor deschise ale spațiului X pe mulțimea tuturor mulțimilor închise ale acestui spațiu, rezultă din teorema G că Teorema F Cardinalitatea mulțimii tuturor mulțimilor închise dintr-un spațiu cu o bază numărabilă nu depășește c Teorema F implică Consecinţă Fie închise toate seturile de un punct din spațiul X (astfel de spații se numesc spații T (vezi § )) Dacă, în plus, spațiul X are o bază numărabilă, atunci cardinalitatea mulțimii tuturor punctelor sale nu depășește c Deoarece spațiul euclidian de orice număr de dimensiuni, precum și spațiul Hilbert, sunt spații cu o bază numărabilă, teoremele F și G sunt aplicabile, în special, atât spațiilor euclidiene, cât și spațiilor Hilbert Cu toate acestea, deoarece spațiile euclidiene, spațiul Hilbert și paralelipipedul fundamental al spațiului Hilbert conțin segmente rectilinii, de exemplu, segmentul , x \u d x \u d \u d , apoi puterea fiecăruia dintre spații după teorema Cantor–Bernstein este exact egală cu c Deoarece mulțimea tuturor mulțimilor închise dintr-un spațiu dat conține, ca submulțime, multe SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH patru multimea tuturor multimilor inchise situate in spatiul euclidian de orice numar de dimensiuni, precum si in spatiul Hilbert si in paralelipipedul sau fundamental, are cardinalitatea c Asa de: Teorema Cardinalitatea unui spațiu euclidian n-dimensional pentru orice n, cardinalitatea spațiului Hilbert și paralelipipedul său fundamental, precum și cardinalitatea mulțimii tuturor închise, precum și cardinalitatea mulțimii tuturor deschise, multimile aflate in fiecare dintre aceste spatii, sunt egale cu c Rețineți că primele două afirmații ale teoremei pot fi ușor demonstrate direct, ceea ce le recomandăm cititorului: Reamintim, în sfârșit, că spațiul tuturor funcțiilor continue definite pe segmentul [ ; ] (sau orice alt segment), este un spațiu cu o bază numărabilă (vezi § ) și, prin urmare, are cardinalitate Deoarece printre funcțiile continue există, în special, toate constantele, concluzionăm că mulțimea tuturor continuelor funcții definite de pe orice segment, are capacitate c Acest fapt este, de asemenea, ușor de demonstrat în mod direct (folosind faptul că fiecare funcție continuă este complet determinată de valorile sale în punctele unui set dens de pretutindeni, de exemplu, de valorile sale în punctele raționale) § Axiome de separabilitate Generalitatea cu care am introdus conceptul de spațiu topologic și posibilitatea de a defini conceptele de bază ale teoriei mulțimilor de puncte sub astfel de ipoteze generale sunt de o importanță fundamentală în multe cazuri și, de asemenea, fac posibilă introducerea simplității și transparenței logice în prezentarea proprietăților topologice ale mulțimilor de puncte Totuși, teoria mulțimilor își primește întregul conținut geometric doar cu o îngustare treptată a clasei de spații topologice, care se realizează prin introducerea unor condiții suplimentare pe care spațiile luate în considerare trebuie să le îndeplinească Ne-am întâlnit deja cu una dintre cele mai importante condiții de acest gen – cerința ca spațiul să aibă o bază numărabilă Cu toate acestea, cu toată importanța acestei restricții, ca să spunem așa, „cantitative”, ea nu exclude toate spațiile în care topologia seamănă puțin cu topologia, să zicem, spațiilor metrice: am văzut că chiar și în spațiile formate din un număr finit de puncte, de exemplu, , există seturi de un punct neînchise Pe de altă parte, există clase importante de spații topologice care nu satisfac axiomele de numărare § } AXIOME DE SEPARABILITATE ness Prin urmare, este necesar să se impună cerințe de cu totul altă natură spațiilor topologice - în primul rând, așa-numitele condiții, sau axiome, de separabilitate, la care ne întoarcem acum Axioma „zero” a separabilității, sau axioma lui Kolmogorov, necesită ca pentru oricare două puncte distincte x și y, cel puțin un punct are o vecinătate care nu conține celălalt punct Spațiile topologice care satisfac axioma nulă a separabilității se numesc T^-spații Se poate spune cu certitudine că spațiile topologice care nu sunt /^-spații (de exemplu, colonul lipicios (vezi p )) nu prezintă interes pentru cercetare Prin urmare, în cele ce urmează, prin spațiu topologic vom înțelege întotdeauna un /* -spațiu Ca rezultat semnificativ și important privind /^-spațiile în toată generalitatea lor, prezentăm următoarea teoremă: teorema lui Ponomarev Dintre toate spațiile T^, spațiile cu prima axiomă a numărabilității și numai ele sunt imagini ale spațiilor metrice sub mapări (continue) deschise Să începem cu următoarea lemă evidentă: Lema Fie f o mapare cu o singură valoare a spațiului X pe spațiul Y Dacă pentru orice punct x > X o bază a acestui punct trece la baza punctului fx > Y, atunci maparea f este continuă și deschis În schimb, pentru o mapare continuă deschisă f: X, orice bază a oricărui punct x e X trece la baza punctului fx(~Y Din această lemă rezultă imediat că sub o mapare continuă deschisă se păstrează prima axiomă de numărabilitate Aceasta implică una dintre cele două afirmații ale teoremei lui Ponomarev, adică doar spațiile cu prima axiomă de numărătoare pot fi imagini ale spațiilor metrice sub mapări deschise (continue) Ne întoarcem la demonstrarea celei de-a doua afirmații a teoremei Fie X oarecare /^-spațiu cu prima axiomă de numărabilitate și având greutatea m Luați o bază = {Ua) de cardinalitate m a spațiului X să numim un punct - , ) marcat, esd și setează U ao Ua , formează baza unora (și apoi, evident, singurul venoasă) punctul x = QU",n^X Setul de toate marcate ZZ- notăm verificarea spațiului Br cu W-, fiecare punct ' SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH patru corespunde că - singurul - punct x = ft g X, pentru care , , } este baza și care poate fi scris sana in forma X \u d P ^an' n=\ O mapare f: W —* X definită în acest fel se numește standard Această mapare este o mapare pe întregul spațiu X, Într-adevăr, să luăm un punct χ e X și o bază numărabilă {Uai, Uan, •••} a acestui punct din spațiul X, compus din elemente ale bazei Atunci punctul t = {cq, a , , an, } g Bx—marcat u/^=x Evident, atât mulțimea W cât și maparea ei standard f sunt complet determinate prin specificarea bazei a spațiului X Să demonstrăm că f(W nOai %)=t ain nt %*) ( ) Urmează imediat includerea f (W A Oai an) A A Uan; din definiția mapării f Pentru a demonstra includerea inversă, luăm un punct x C ( ai A conține doar acest punct x În schimb, dacă toate mulțimile de un punct sunt închise, atunci, indiferent de punctele x și y ale spațiului X, mulțimea deschisă X\y este o vecinătate a punctului x care nu conține punctul y* dar este deschisă *) Mulțimile a punctului x care nu conține un singur punct al mulțimii M, altul decât punctul x Dar întrucât x C [A ], atunci Ux(x) f] M , în consecință, x > M Mai mult decât atât, mulțimea (x) deschisă în M constă dintr-un singur punct x Afirmația noastră este dovedită conținând toate punctele sale limită OBSERVAȚIE Dacă T^-spațiul X satisface prima axiomă a numărabilității, atunci pentru fiecare punct de contact x al mulțimii M se poate găsi o succesiune de puncte xn din această mulțime convergentă către punctul x (este suficient să luăm elemente a unei baze locale numărabile în punctul x) În plus, dacă x este un punct limită al mulțimii M, atunci toate punctele xn pot fi presupuse a fi distincte A doua axiomă de separabilitate, sau Hausdorff, este cerința ca oricare două puncte distincte x și y ale unui spațiu topologic X să aibă vecinătăți disjunse U(x) și U(y) Spațiile care satisfac această cerință se numesc spații T^ sau spații Hausdorff Un exemplu de un ^-spațiu X non-Hausdorff poate fi obținut luând o mulțime X constând din toate numerele reale și alt element de natură arbitrară diferit de toate Deschise în X sunt, în primul rând, toate mulțimile deschise pe linia reală și, în al doilea rând, toate mulțimile de forma X \ , unde D sunt mulțimi finite arbitrare de numere reale Este ușor să verificați dacă setul X cu aceasta *) Vă reamintim că izolarea punctului x în mulțimea M înseamnă că mulțimea formată dintr-un punct x este deschisă în M SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE |CH patru topologia este un spațiu de \ Acest spațiu nu satisface axioma Hausdorff a separabilității: indiferent de punctul x g X, oricare două vecinătăți U(t) și U(x) se intersectează (deoarece U(t) conține toate numerele reale, cu excepția poate unui număr finit dintre ele) multimi, in timp ce U(x) este o multime deschisa pe linia reala si, prin urmare, contine un intreg interval) Prin spațiu regulat înțelegem un spațiu \ în care, pentru orice punct x și orice mulțime închisă F care nu conține acest punct, există vecinătăți disjunse Ox și F Fiecare spațiu obișnuit este evident Haus-Dorffian Pentru a obține un exemplu de spațiu Hausdorff neregulat, se consideră mulțimea R a tuturor numerelor reale și se definește topologia în R cu ajutorul unui sistem de vecinătăți (vezi § ) după cum urmează: vecinătățile tuturor punctelor x = ^ = sunt la fel ca pe linia reală; se obţin vecinătăţi ale punctului x = prin scăderea din orice interval care conține acest punct toate punctele de forma -^-, unde n este un număr natural, care se încadrează în acest interval Spațiul R este Hausdorff; multimea tuturor punctelor de forma ± este inchisa in R; fiecare vecinătate a acestei mulțimi închise se intersectează cu fiecare vecinătate a punctului Obținem o restricție suplimentară a clasei de spații dacă luăm în considerare așa-numitele spații normale: un spațiu normal este un ^-spațiu X în care orice două mulțimi închise care nu se intersectează au vecinătăți care nu se intersectează Un exemplu de spațiu obișnuit non-normal poate fi construit după cum urmează Numim produsul a două spații topologice X și Y produsul a două mulțimi X și Y (adică, mulțimea tuturor perechilor (x, y), unde B^Y deschis și toate sumele posibile ale acestor produse Este ușor de demonstrat că produsul a două spații regulate este un spațiu regulat În special, un spațiu regulat este produsul S al spațiului tuturor numerelor ordinale oc y Deci, normalul AXIOME DE SEPARABILITATE Spațiile reale pot fi definite ca spații T în care orice două mulțimi închise care nu se intersectează sunt separabile funcțional Clasa de \-spații în care fiecare punct este separabil funcțional de orice mulțime închisă care nu conține acest punct este foarte importantă Aceste spații, introduse de A N Tikhonov, sunt numite complet regulate Cel mai simplu exemplu de spații complet regulate sunt spațiile \-dimensionale zero-dimensionale inductiv Într-adevăr, să fie date un flux x și o mulțime închisă F care nu conține acest punct într-un spațiu inductiv zero-dimensional X Atunci vecinătatea Ox~X\F conține o vecinătate clopen ±x Funcția egală cu zero pe rx și una pe X\Oxx este continuă și separă punctul x de mulțimea F Spațiile complet regulate vor fi explorate în detaliu în Capitolul Pentru a demonstra lema mică a lui Urysohn, este suficient să luăm vecinătăți disjunse t/ (A) și V ale mulțimilor închise A și X\U(A); atunci mulțimile [t/ (A)] și V nu au nici puncte comune, adică [( (A)] X\V Să construim acum pentru fiecare punct x C X o secțiune (Ax, x) din mulțimea tuturor numerelor reale: și anume, atribuim numărul t clasei inferioare Ax dacă x nu este conținut în Tx iar la x superior dacă x e r/ Această secțiune determină numărul real mx și, evident, ^mx^ Cu alte cuvinte, funcția este definită f , ~ în întreg spațiul X În acest caz, f a (x) = pentru x g A și f a (x) = Î pentru x e B Să demonstrăm în sfârșit continuitatea funcției f(x) în fiecare punct x ⊂ X Luând un e arbitrar > , considerăm vecinătatea U(x)~ rmx + e\[rm^- x puncte Atunci, prin însăși definiția acestei vecinătăți, avem pentru toate punctele sale x' ⊂ U(x) tx - U(a); după aceea, prin lema mică a lui Urysohn, găsim o vecinătate UQ(a) cu o închidere conținută în Uk; în final, luăm un element U{ al bazei S care satisface condiția a ⊂ UUQ (a ) Evident, ( Z, t/Â) este perechea canonică necesară Perechile canonice formează o mulțime numărabilă și, prin urmare, pot fi enumerate o dată pentru totdeauna într-o secvență numărabilă sTi, n , , , rp - {Ui, U^) Conform marii leme a lui Urysohn, pentru fiecare pereche canonică n~(u^ Uk) construim o funcție continuă Φn(x) definită în întreg spațiul X și care îndeplinește condițiile: φΔx)SD pentru orice χ e X, φ(x) = pentru x c [ /J, Φn(x) = pentru X ∈ X\Ukt Să atribuim oricărui punct x C X succesiunea de numere =="= , , , " și atribuiți-i un punct y - = (x), t^x), Z„(x), ) Caramida Hilbert Q Să demonstrăm că maparea f obținută a spațiului X pe o mulțime Y ∈ Q este o mapare topologică În primul rând, demonstrăm că maparea f este unu-la-unu Să arătăm, cu alte cuvinte, că pentru două puncte diferite x, x’ ale spațiului X, punctele f(x) și f(x’) sunt diferite Pentru aceasta luăm o vecinătate U(x) a punctului x care nu conține punctul x’ și construim o pereche canonică n~ Uk) care satisface condiția Atunci fg(x) = , Evident, putem presupune că s U(x) avem ceea ce demonstrează continuitatea cartografierii În sfârșit, să demonstrăm continuitatea mapării inverse f" a mulțimii Y^Q pe X Să fie dat un punct arbitrar yt~Y și să fie x=f" (y), adică y - f( x) Pentru o vecinătate arbitrară U(x) este necesar să alegem un > astfel încât pentru yf (y, ) să avem f" (Y) € (x) Pentru a găsi avem nevoie de , selectăm mai întâi o astfel de pereche canonică ) să fie x ⊂ Ui Uk^U(x) Se afirmă că = ^ este dorit Într-adevăr, să u' țU (u, u) Să demonstrăm că x' — f —* y') € U(x) Dar dacă x, ^ X\U(x), atunci cu atât mai mult x' £ X\ £ &(x), adică φ(x') = Și deoarece x ⊂ Ui(x), deci φn(x) = , am avea Și P (Y" y') = p(f (x), f (%')) > I tn (x)~tn (x') I = = e, contrar condiţiei că y* £U(y, s) Teorema imersiunii este complet demonstrată Această teoremă poate fi formulată după cum urmează: Pentru ca un spațiu topologic X să fie homeomorf la o mulțime dintr-un spațiu Hilbert, este necesar și suficient ca acesta să fie normal și să aibă o bază numărabilă § AXIOME DE SEPARABILITATE (Într-adevăr, tocmai am demonstrat suficiența acestei condiții; necesitatea ei este evidentă, deoarece un spațiu Hilbert, fiind un spațiu metric, are o bază numărabilă; prin urmare, orice mulțime aflată într-un spațiu Hilbert este metric, adică și chiar mai mult deci spațiu normal cu bază numărabilă ) Semnificația fundamentală a acestei teoreme este enormă: din punct de vedere topologic, ea caracterizează complet mulțimile care se află într-un spațiu Hilbert, indicând o cale neașteptat de scurtă pe care se poate ajunge de la cele mai generale construcții topologice - spații topologice - la un obiect complet concret al teoriei mulțimilor de puncte — la mulțimi situate în spațiul Hilbert Din teorema scufundarii, mai departe, rezultă: Toate spațiile metrice care conțin mulțimi dense numărabile peste tot și numai astfel de spații metrice sunt homeomorfe cu mulțimile dintr-un spațiu Hilbert Din marea lemă a lui Uryson rezultă că Propoziţia Fiecare vecinătate OF a unei submulţimi închise F a unui spaţiu normal X conţine un F^-vecinătate ±F Într-adevăr, fie f o funcție continuă pe spațiul X luând valori pe intervalul [ ; ] egal cu pe F și pe X\OF Punem OgP = {x e X: f(x) limita superioară a funcției | Fo | Să notăm cu , respectiv Bo, mulțimea închisă a acelor puncte ale mulțimii Φ la care Φ (x) - respectiv y- Construim după lemă Uryson o funcție f continuă în tot spațiul X, [egal cu —y-on Lo, egal cu — pe BQ, și satisfacând peste tot în X inegalitatea l/J^-y- Credem acum pe F yHo Exact în același mod în care am trecut de la φ la φ e, trecem de la φx la φ : notăm cu Alt Br mulțimile închise ale acelor puncte ale mulțimii Φ la care construim o functie continua in tot X, egala cu -y pe Lv si egala cu Bx; te bazezi pe F Ф (*) = ФіОО - fiW- Limita superioară p, a funcției |φ | satisface inegalitatea ^ £ Mi- / Astfel, pas cu pas, construim funcții Pentru \u d F> FI F , • • • „Fp, • ” continuă pe Ф și funcțiile M fi, K, ■ continuă pe tot X, iar pe Φ avem fj+i(Ч = Să punem acum S"(x)=f (x)+ + /„(x) În virtutea celei de-a doua inegalități ( ), succesiunea Sl" dolari? • • * > S^, converge uniform către o funcție continuă / în X și co = ( ) n - ' deci funcţia \f | este mărginită în X de aceeași constantă p ca și funcția |φ| pe 'F În plus, prin formula ( ) avem în orice punct х € Ф /„(*)= »+ W mijloace, „n(x)=Fo(x)-fv + (x), și întrucât, în virtutea primei inegalități ( ), funcțiile φ ^ + i tind spre zero ca η —> oo, atunci pentru orice n e Φ avem f(x)= lim Sn(x) = φ (x)=φ(x), p CO totul este dovedit Să aplicăm lema lui Urysohn la demonstrarea următoarei afirmații importante: Lema Vedenisov a) Într-un spațiu normal X, fiecare mulțime închisă de tip Gq și numai o astfel de mulțime este mulțimea de zerouri a unei funcții continue pe X b) Într-un spațiu normal X, pentru fiecare mulțime deschisă U de tip Fg, și numai pentru o astfel de mulțime, există o funcție continuă f: X —> [ ; ] astfel încât U = {x e X: V (x) > } Evident, afirmațiile a) și b) sunt echivalente Demonstrează afirmatia b) Fie U= (J Fn, unde mulțimile Fn sunt închise n = După marea lemă a lui Urysohn, pentru fiecare n - , , există SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH patru o astfel de funcţie continuă fn: X -> ; , că fn(Fn) = ~ și fn(X\U)=^Q Să setăm acum f = Y fn Funcția f nepre-n = discontinuă, deoarece este limita unei secvențe n uniform convergente de funcții continue Qi => Qt => Q => => Qn => pătrate cu laturile paralele cu axele de coordonate, fiecare dintre ele conține infinit de puncte ale mulțimii E, iar latura Qw + i este jumătate din latura Qn, astfel încât suntem în condițiile lemei și avem un punct g aparținând lui toate pătratele Qn, Să arătăm că g este un punct limită al lui E Într-adevăr, fie U(g , e) o vecinătate arbitrară a punctului g SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH patru Luați n atât de mare încât latura pătratului Qn este mai mică decât -|- Orice două puncte ale acestui pătrat sunt separate unul de celălalt printr-o distanță , xn, ( ) limitat *), atunci o subsecvență convergentă poate fi distinsă de aceasta Să arătăm în primul rând că din șirul ( ) se poate alege oricând fie o subsecvență staționară (adică, astfel încât toate elementele, începând de la unele, să coincidă între ele), fie o subsecvență formată din elemente distincte perechi Într-adevăr, să setăm y = și să căutăm în secvența ( ) primul element care nu este egal cu elementul xn;, dacă nu există un astfel de element, atunci Xi \u d X ~ -^z - • • • - • • • iar întreaga secvență ( ) este staționară Dacă un astfel de element xP există, atunci căutăm primul element xPe, n > n > n T, diferit atât de xPi cât și de xP Continuând acest proces, fie găsim o subsecvență infinită x„t, хпг, Хпз, ,xnk, ,n u; această subsecvență (ale cărei toate elementele aparțin lui Fn) converge către același punct a, care se dovedește astfel a fi punctul de contact al mulțimii Fn și, întrucât Fn este închis, rezultă că a > Fn, care urma să fie demonstrat Teorema (Borel–Lebesgue) Din orice sistem infinit de intervale care acoperă segmentul dat [a; P], este posibil să se evidențieze un subsistem finit care acoperă și segmentul [a; R] Prezentăm aici dovada originală, datorată însuși Lebesgue Mai jos demonstrăm o teoremă mult mai generală (Sec , Cap ), referitoare, în special, la submulțimi închise mărginite ale spațiului euclidian Dovada Să numim orice punct a C [a; p] marcat dacă există un subsistem finit al sistemului care acoperă segmentul [a; A\ Notăm cu M mulțimea tuturor SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH patru puncte marcate Este ușor de observat că A este nevid (de exemplu, a Fie g limita superioară a mulțimii Deoarece M s [a; p], atunci Să arătăm că g=p Într-adevăr, punctul g este conținut într-un interval A = (x'; x") al sistemului ; prin definiția punctului g, (x'; x") conține un punct marcat x, de unde segmentul [a ; x] este acoperit de un subsistem finit * al sistemului Fie ^ alcătuit din intervalele A, ,Dr Atunci sistemul ^ , format din intervalele Dv , Dp, D, acoperă evident segmentul [a; g] Cu toate acestea, sistemul g acoperă nu numai segmentul [a; g], dar chiar și segmentul [a; gz], unde g' este un punct arbitrar al intervalului (g; x")>, astfel încât punctul g' > g se dovedește a fi marcat numai dacă g' £[cz; p] Dar asta numai dacă , împreună cu definirea punctului g ( ca limită superioară a mulțimii M de puncte marcate situate pe [a; p]), dacă g = P; prin urmare, întregul segment [oc; P] este acoperit de un finit subsistemul ^=^ al sistemului , iar teorema este demonstrată Observație Din teorema Borel-Lebesgue, la rândul său, se deduce ușor teorema Bolzano-Weierstrass Într-adevăr, să fie mulțimea M %k + dacă ^/r + " • • • secvențe ( ) În mod evident, mulțimea EI înseamnă, cu atât mai mult cu cât fiecare dintre mulțimile Ek este mărginită *) și — ^ — ^ — • • • ~ — * • • Sa punem dat, să luăm n atât de mare încât pentru p > zzE, q>nz este \xp — A? | tiQ Din definiția numerelor p^ rezultă că xpi xq) p^k, qZ^k pot fi găsite în așa fel încât =C^-aft , există un A atât de mare încât U(t, e)ie[a^; pA], astfel încât toate punctele xk, xk+li sunt cuprinse în U (L e) - Și asta înseamnă că % = іmxi OO Definiție Succesiunea *) Într-adevăr, să luăm, de exemplu, β = și să determinăm pentru aceasta e numărul n ; fie xk cel mai din stânga, iar xx cel mai din dreapta dintre punctele x , x , , xn£+ ; atunci întreaga mulțime E± se află pe intervalul (xx - ; x^ + * SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE (Cap numerele reale se numesc crescătoare dacă ^n + • • • > * si in scadere daca x >x >x > ' >xn>xn+ > *) Secvențele crescătoare și descrescătoare sunt combinate printr-un singur nume de secvențe monotone Teorema Fiecare secvență mărginită monotonă este o secvență convergentă și fiecare secvență crescătoare mărginită converge către limita sa superioară, iar fiecare secvență descrescătoare converge către limita sa inferioară Demonstrațiile în cazul secvențelor crescătoare și descrescătoare sunt complet analoge; de aceea, luăm în considerare doar cazul secvențelor crescătoare Să avem o secvență crescătoare X k se află la stânga lui xk și niciunul dintre punctele xn în general nu se află la dreapta lui t, atunci toate punctele xn, n > k se află pe segmentul , care face parte din intervalul (g - e; g + s) Asa de, oricare ar fi vecinătatea punctului g, toate xn, pornind de la unii, se află în această vecinătate, ceea ce înseamnă că = cu care se cerea să dovedească Încheiem această secțiune cu următoarea afirmație: Teorema Mulțimea tuturor punctelor dintr-un spațiu euclidian n-dimensional are cardinalitatea unui continuum Observaţia Această teoremă decurge direct din Teorema , § , Cap , conform căreia cn = c Dar aici dăm o demonstraţie elementară a acestui fapt Demonstrarea se va face pentru plan, dar poate fi transferat cu ușurință la cazul general Să prefațăm dovada cu câteva fapte elementare Să notăm cu r, cp coordonatele polare pe plan și să stabilim pe fiecare rază cp = u=o Astfel, a fost stabilită o mapare unu-la-unu a pătratului Q pe o parte a intervalului ( ; ) Pe de altă parte, atribuind fiecărui punct t al acestui interval un punct -i-) al pătratului Q, se obține, evident, o mapare unu-la-unu a intervalului ( ; ) pe o parte a pătratului Î Prin urmare, prin Teorema § Cap pătrat Q are aceeași cardinalitate ca și intervalul ( ; ), adică cardinalitatea continuumului, iar teorema este demonstrată Capitolul cinci SPAȚII METRICE COMPACTE ȘI COMPLETE § L Compactitatea într-un spaţiu dat si compactitate Definiție O mulțime M situată într-un spațiu metric X se numește compactă în spațiul X dacă din fiecare succesiune infinită de puncte a mulțimii M se poate alege o subsecvență care converge către un punct din spațiul X Dacă este îndeplinită o condiție mai puternică , și anume că din fiecare puncte de succesiune infinite ale mulțimii M, puteți alege o subsecvență convergentă către un punct al mulțimii M, atunci mulțimea M se numește compactă în sine Dacă se vorbește despre compactitatea unui spațiu metric (care este considerat în sine, și nu ca o mulțime aflată într-un spațiu ambiental), atunci, în mod firesc, ele înseamnă compactitate în sine: spațiul metric X se numește compact sau pur și simplu compact, dacă din fiecare succesiune infinită de puncte a acestui spaţiu este posibil să se selecteze o subsecvenţă convergentă în acest spaţiu Spunem că un spațiu metric X este compact la x ⊂ X (sau are x ca punct de compactitate locală) dacă x are o vecinătate Ux a cărei închidere [&x]x este compactă; se spune că un spațiu este compact local dacă fiecare dintre punctele sale este un punct de compactitate locală Fiecare set compact are în mod evident proprietatea de compactitate locală Un exemplu de spațiu local compact care nu este compact este linia reală și, în general, spațiul euclidian de orice număr de dimensiuni Un spațiu Hilbert nu este compact în niciunul dintre punctele sale Într-adevăr, oricare ar fi > , în vecinătatea e a oricărui punct n = (ax, an, se poate găsi un post- § unsprezece COMPACT consistența xx x , • , xm, • • • > unde xm = (ai> • Teorema Mulțimea Γ a tuturor punctelor de compactitate locală a unui spațiu arbitrar X este o mulțime deschisă în X, eventual goală, care este un spațiu local compact Într-adevăr, pentru orice punct χ e Γ există o vecinătate Ux (față de X) a cărei închidere [E/x]x este compactă Din aceasta rezultă imediat că fiecare punct x g Ux este un punct de compactitate locală a spațiului, adică Yxe; prin urmare, Γ este deschis în X Alegând o vecinătate Upc astfel încât \U rx\^V x* vedem că închiderea vecinătății Utx în Γ coincide cu închiderea sa în X și este compactă, de unde rezultă că Γ este un local spatiu compact Vom studia compactitatea locală a spațiilor topologice în § din Cap Definiția compactității poate fi dată și după următoarea formă: O mulțime M ^=X se numește compactă în spațiul X dacă fiecare submulțime infinită a mulțimii M are (în spațiul X) cel puțin un punct limită Într-adevăr, să fie îndeplinită condiția tocmai formulată Să demonstrăm că din orice succesiune infinită Xlt x , , xp, ( ) puncte ale mulțimii M, se poate evidenția o subsecvență convergentă Într-adevăr, punem = și notăm cu n cel mai mic n astfel încât punctul xn să fie diferit de xnx Un astfel de n nu poate fi găsit numai dacă toate punctele ( ) coincid În general, dacă xnv , xnk sunt deja definite, atunci notăm cu cel mai mic n astfel încât punctul xn să fie diferit de xn, > xn În acest caz, pot apărea două posibilități: a) Pentru unele k (poate chiar pentru /?~ ) rezultă că xn > + nu poate fi construit, adică fiecare punct xn coincide cu unul dintre puncte ,x„^; atunci există o subsecvență infinită a șirului ( ) constând din puncte care coincid unele cu altele; această secvență converge, iar afirmația noastră este dovedită b) Procesul de selectare a elementelor , xn & continuă la nesfârșit iar în conduce la construirea unei subsecvente infinite Xnt> xn , , xn& ( ) secvența ( ) constând din puncte distincte în perechi, astfel încât ( ) este o submulțime infinită a mulțimii M Această submulțime are, prin presupunere, un punct limită x Deoarece un spațiu metric satisface prima axiomă a numărabilității, atunci, în virtutea Propoziției , § , Cap , din secvența ( ) se poate evidenția o subsecvență convergentă către punctul xQ În schimb, să presupunem că o subsecvență convergentă poate fi distinsă din fiecare șir și este dată o submulțime infinită a mulțimii M; atunci mulțimea Mo conține o mulțime numărabilă SPAȚII METRICE [CH cinci ale căror elemente pot fi enumerate sub forma unei secvențe ( ), constând, evident, din puncte distincte perechi Semnând o subsecvență convergentă din această secvență și notând limita ei cu x , vedem că xQ este punctul limită al mulțimii M } și, prin urmare, al mulțimii M Astfel, se dovedește echivalența ambelor definiții ale compactității În special, când M este același cu tot X, avem propoziția: Compacta poate fi definită ca o astfel de metrică spații în care fiecare mulțime infinită are cel puțin un punct limită Deoarece fiecare submulțime a unei mulțimi mărginite este mărginită, din teorema Bolzano-Weierstrass rezultă că fiecare mulțime mărginită a unui spațiu euclidian n-dimensional este compactă în acest spațiu Fie un număr pozitiv, iar M o mulțime situată într-un spațiu metric X O mulțime finită de puncte a și a , , așa cum se află în M se numește o rețea s a unei mulțimi M dacă pentru orice punctul x e M există cel puțin un punct la o distanță , atunci este mărginită Într-adevăr, fie N^ = { ^ , as} -net al mulțimii ; notăm cu d diametrul mulțimii Ns, adică cel mai mare dintre numerele p(as-, aj) Pentru oricare două puncte x și x' ale mulțimii M există puncte la, aj ale rețelei noastre astfel încât p(x, a^ , conține o rețea de Tocmai am văzut că fiecare mulțime total mărginită M este mărginită cu atât mai mult, așa că numele p este ales în mod legitim Să demonstrăm următoarea propoziție: Teorema Orice mulțime Μ care este compactă într-un spațiu metric X este complet mărginită Într-adevăr, dacă mulțimea M X nu este complet mărginită, atunci există > pentru care M nu conține nicio rețea Să luăm un punct arbitrar ao ⊂ M Deoarece nu există o rețea de în M, în special, rețeaua de nu este mulțimea formată din punctul unic n ; prin urmare, în M se poate găsi un punct a± care se află la o distanță > de a Dar o pereche de puncte a , § ] COMPACT u, de asemenea, nu formează o rețea electronică a setului A ; prin urmare, în M se poate găsi un punct a care se află la o distanță c de fiecare dintre punctele la Continuând acest raționament, vom construi, pas cu pas, o succesiune infinită de puncte fiecare dintre acestea este separat de toate precedentele (în secvența ( )) printr-o distanță de Prin urmare, distanța dintre oricare două puncte ale șirului ( ) se dovedește a fi ^ Aceasta implică faptul că șirul ( ) nu conține nicio subsecvență convergentă, iar teorema este demonstrată Deoarece mulțimile mărginite ale spațiului euclidian sunt compacte, iar mulțimile compacte sunt mărginite (chiar complet), rezultă din ceea ce s-a demonstrat TEOREMA Pentru ca o mulțime aflată în spațiul euclidian Rn să fie compactă în Rn, este de asemenea necesar suficient pentru a fi limitat Din teoremele și rezultă că orice mulțime mărginită situată într-un spațiu euclidian n-dimensional este, de asemenea, complet mărginită, circumstanță care poate fi ușor verificată direct Teorema Pentru ca o mulțime M aflată într-un spațiu metric X să fie compactă, este necesar și suficient ca ea să fie închisă și compactă în X Într-adevăr, fie M închis și compact în X Atunci fiecare submulțime infinită M' e M are cel puțin un punct limită a în X Deoarece M este închis, rezultă că a e M și, prin urmare, M' are un punct limită în M, de unde rezultă că M este compact În schimb, să fie M compact în sine Atunci Μ este și mai compact în X Să demonstrăm că și Μ este închis Dacă nu ar fi așa, atunci ar exista un punct limită a al mulțimii M care nu aparține acestei mulțimi Să luăm o succesiune de puncte a±, a , , an, ale mulțimii M convergente către a Orice subsecvență a acestei secvențe converge de asemenea către a e X \ M, adică nu converge către niciun punct al mulțimii M Astfel, șirul de puncte an e M nu conține nicio subsecvență care converge în M, iar M nu poate fi compact în în sine Observația Una dintre afirmațiile teoremei este de obicei formulată după cum urmează: fiecare comparație este închisă în orice spațiu metric ambiental* Observația Într-un spațiu Hilbert, este ușor să găsiți o mulțime mărginită care nu este complet mărginită: astfel, de exemplu, este mulțimea E, constând din toate punctele, y *) În § Ch , se va dovedi o afirmație mult mai generală SPAȚII METRICE [CH cinci unde una dintre coordonate este egală cu , iar toate celelalte sunt egale cu zero Oricare două puncte din această mulțime sunt la o distanță de J/ unul de celălalt, deci este mărginit (are diametrul K ) În același timp, nu este complet mărginit (pentru e X conține o e-rețea set mai mult decât numărabil /r= " peste tot dens în X (deoarece, indiferent de punct, avem p(x, Af) = O) Mulțimea N nu poate fi finită, deoarece fiecare submulțime finită a unei mulțimi compacte este închisă Observația Definiția compactității implică imediat: Dacă X este compact, atunci fiecare M e X este compact în X; prin urmare fiecare} multime inchisa a unei multimi compacte X este in sine o multime compacta Teorema (Cantor) Lăsa F eFa = F = eFpe ” ( ) sunt mulțimi compacte închise nevide ale unui spațiu metric X, adică mulțimi compacte situate în X Intersecția lor oo Ф = Q Ф„ este nevid n~ Observația Teorema lui Cantor poate fi formulată și astfel: Orice succesiune de mulțimi închise descrescătoare nevide ( ) ale unui spațiu metric compact are o intersecție nevide Dovada teoremei lui Cantor coincide cu cea dată în § Cap demonstrație a aceleiași teoreme pentru mulțimi închise și mărginite în Rn Pentru orice n luăm un punct arbitrar Din succesiunea obţinută Astfel, punctele a%, , an, alegem o secvență convergentă cII, aya>, ank, ( ) compactitatea •§ P (aceasta există, deoarece toate minciuna în Φv și Φx este compactă) Să fie Lima Să demonstrăm că a > )n pentru orice n: Luăm n > n Secvența aPK, ank+s> • constă în puncte ale mulțimii Φn și converge către același punct a ca întreaga secvență ( ) Prin urmare a este punctul de contact al mulțimii Φn Deoarece Φ este închis, rezultă că a e P, care trebuia demonstrat > Consecință Fiecare succesiune descrescătoare de mulțimi mărginite închise nevide într-un spațiu euclidian n-dimensional are o intersecție nevide Observaţia Dacă diametrele mulţimilor ( ) tind* spre zero, atunci intersecţia tuturor mulţimilor Phi (nevide datorită teoremei lui Cantor) constă dintr-un singur punct Alături de teorema lui Cantor, una dintre cele mai importante propuneri din teoria spațiilor compacte este așa-numita teoremă Borel-Lebesgue, care a fost demonstrată inițial pentru un segment al dreptei reale Teorema Fie Φ o mulțime compactă situată într-un spațiu metric X (adică, după teorema , Φ este o mulțime închisă și compactă în X) Din orice sistem S de mulțimi deschise din spațiul X care acoperă* mulțimea Φ, se poate evidenția un subsistem finit care acoperă și mulțimea® Cu alte cuvinte, fiecare capac deschis al unei mulțimi compacte închise Φ conține o subacoperire finită a aceleiași mulțimi Φ Dovada se bazează pe următoarea lemă: Lema Orice mulțime compactă Φ pentru η > poate fi reprezentată ca suma unui număr finit de mulțimi închise cu diametrul t g f £ \ în suma mulțimilor și [ alf y L (as, yj , prin urmare, chiar mai mult în suma mulţimilor •••> m)] (închideri sunt luate și în F) Deoarece fiecare dintre mulțimile Ф, = ФП *) Amintiți-vă că un sistem de seturi acoperă seturile Ф, sau formează o acoperire a mulțimii Ф, dacă fiecare punct al mulțimii Ф este conținut în cel puțin un set al sistemului Un capac se numește deschis (respectiv, închis) dacă toate elementele sale sunt mulţimi deschise (închise) ■ O acoperire formată dintr-un număr finit de elemente se numește finit ' ■ "■ ' ; • ' SPAȚII METRICE [CH cinci A ^a, -, -|jj este o mulțime închisă de diametru și φ = φ și , φ ), atunci se demonstrează lema Să demonstrăm acum teorema Borel–Lebesgue prin contradicție Fie mulțimea compactă Φ = X acoperită de un sistem infinit Z de mulțimi deschise Γ ale spațiului X și niciun subsistem finit al sistemului să nu acopere Φ În lema luăm = și reprezentăm Φ ca sumă a unui număr finit de mulțimi închise, ale căror diametre sunt => FgіІ Іp e ( ) multimi compacte, iar niciunul dintre ele nu este acoperit de niciun subsistem finit al sistemului iar diametrul (F/G-/L) al multimii este mai mic decat După cum s-a demonstrat, intersecția mulțimilor ( ) constă dintr-un punct A Acest a este conținut în unele Γ > Deoarece Γ este deschis, există U(a, c) > Γ Să luăm n atât de mare încât să fie „ , se poate găsi > astfel încât pentru orice două puncte x' e X, x" € X, distanța dintre care în X este mai mic de , avem R(F) Hx")) astfel încât pentru orice > se poate găsi o pereche de puncte x( ), x^ care îndeplinesc condițiile p -^( )) ' ' ' > ' subsecvență convergentă x„,, x„,, ,avea, iiipxnft=x Deoarece p (xg, x^) ; de asemenea converge, si mai mult, la aceeasi limita x > În virtutea continuității mapării, avem, stabilind yk = f (xnk), y'k = f(x'nk), egalitățile lim yh = lim y'k = f(x ), &-> CD astfel încât pentru k suficient de mare distanța p(yk, y'k) va fi arbitrar mică Între timp, prin presupunere, p(yk, y'kl^s pentru toți k Contradicția obținută demonstrează teorema Observația Este ușor de demonstrat următoarele Teorema Produsul metric al a doua multimi compacte este o multime compacta Într-adevăr, lăsăm produsul X = [X' X X"] a două mulţimi compacte X' şi X" având în vedere o succesiune de puncte {xn}, xn = (x'n, x") Alegem o subsecvenţă {xn/ J, xnk = (x'nk, xnk) astfel încât secvențele {x'nk}, {x"J converg către x'o și, respectiv, xi Apoi subsecvența {xwJ converge în X către punctul xo = (xo , xo) Un exemplu de mapare continuă a unui segment pe un triunghi ("curba Peano") Luați o partiție a segmentului [ ; ] = în cele două jumătăți ale sale: = £o; şi J • Aceasta este o partiţie a segmentului [ ; ] *) Această teoremă este o generalizare a unei teoreme cunoscute din cursul analizei SPAȚII METRICE [CH cinci va fi numită o partiție de primul rang, iar segmentele vor fi numite J și | ; J - segmente primul rang Împărțind fiecare segment al primului rang în două jumătăți, obținem patru segmente , , , i ale celui de-al doilea rang, formând o partiție a celui de-al doilea rang al segmentului [ ; ], etc O partiție de rangul al n-lea constă din " din-c / \ tăieturi o/ Z jw і , in=~Y \ , lungimea fiecăruia fiind În mod similar, desenând o înălțime * într-un triunghi dreptunghic isoscel A, o împărțim în două triunghiuri dreptunghiulare isoscel Ao și Ax Acestea sunt triunghiuri de „primul rang”; ele formează o „partiție a primului rang” a triunghiului original A Împărțind fiecare triunghi al primului rang la înălțimea lui, obținem patru triunghiuri de rangul doi AOo, Ao , A , An În general, pentru orice n obținem un triunghi n-A L , \ porecle A/tfa eU*n tinde spre zero cu o creștere nelimitată în n Din aceasta rezultă: a) Dacă pentru orice n notăm cu Pn fie un triunghi de rangul al n-lea, fie suma a două triunghiuri de rangul al n-lea adiacente unul altuia, atunci pe măsură ce n crește la infinit, diametrul mulțimii Pn tinde spre zero De asemenea, avem nevoie de următoarea proprietate a construcției noastre, care poate fi demonstrată cu ușurință (prin inducție pe rangul n): b) Dacă două segmente de rang n au un punct final comun, atunci triunghiurile a sunt adiacente unul altuia pe o latură comună Acum să fie t un punct al segmentului [ ; ] Pentru fiecare rang n, avem fie un singur segment z fZн de rang n, care conține un punct în interiorul său, fie două segmente cu un punct i ca lor scop comun Să notăm cu Pn(t) în primul caz triunghiul A/ care este punctul de intersecție al tuturor segmentelor ( ), iar din construcția noastră rezultă ușor că pentru orice n avem ( ) Din ce syu n = syu din ( ) și din faptul că Pn(t) este format dintr-un singur punct, rezultă că n - 'oo *= p Rp(i)> adică x=f(ț) n- Să demonstrăm, în final, că maparea / este continuă în orice punct /«€ ; ] Lăsa co xo-f (*o) - O p O'o) - n= Luăm un θ > arbitrar Există u astfel încât Pn(x , e) vybi- rai-l și; punctul aparține fie unui singur segment /t / fie a două segmente / și , j de rang și În primul caz, presupunem = f ip, în al doilea notăm cu ^ segmentul care este suma segmentelor ,ip și u prin tj este distanța de la cel mai apropiat capătul segmentului ' Apoi pentru toate /£[ ; ], care sunt la mai puțin de m distanță de / ), avem P (O (/o) /(OX e, Q E D Observația Să completăm construcția tocmai efectuată cu următoarea observație (făcută mai întâi de N N Luzin): în spațiul tridimensional, se poate construi un arc simplu (adică o mulțime homeomorfă la segmentul [ ; ]) in asa fel incat proiectia acestui arc pe plan sa fie un triunghi *) Pentru a face acest lucru, luăm un triunghi A în planul x = al spațiului tridimensional (x x , x ) și mapăm continuu segmentul pe el este o mapare a / ca un sistem de două funcții continue * = Ф ( > * =Ф ( " unde x = φ (/) și x = φ (/) sunt coordonatele punctului x~f(t) al triunghiului A *) Acest arc simplu poate servi drept acoperiș complet rezistent la ploaie al unei case! SPAȚII METRICE [C , & Punând în corespondență cu punctul / al segmentului O^C/^C punctul x al spațiului tridimensional cu coordonatele Xi = Фі(/)> * = Ф ( » x - obținem o mapare topologică a segmentul [Of ] pe un arc simplu, a cărui proiecție pe planul x = este triunghiul A Observația Lebesgue este responsabil pentru următoarea construcție elegantă a unei mapări continue a discontinuului Cantor Π pe un pătrat După cum știți, punctele mulțimii P dintre toate punctele dreptei reale R sunt caracterizate prin faptul că pot fi exprimate ca o fracție ternară infinită +-"+^+ - & unde fiecare q este fie , fie și, prin urmare, poate fi scris ca Qn = tn, unde tn este deja sau ; în conformitate cu aceasta, rescriem ( ) sub forma Să atribuim fiecărui punct ( ) al mulțimii P un punct (xm, x ) al pătratului unitar Q pe planul Ț? , punând s хі = Фі = Х — Ф ( —+ + Obţinem o mapare / a mulţimii П CZ [ ; ] în pătratul unitar Q = = [ ' ■ і « t - ■ • Și \ z z tn setează П, pentru care t'n Ф atunci Prin urmare, dacă șirul punctelor £ Π, / Ak) Afy Ak> \ § ] HARTĂRI COMPACTE CONTINUE converge spre t = ^ -^- că pentru k > kn vom avea atunci pentru orice nimeni nu poate găsi un astfel de kn, y(fe) J ( k), Și = Și, • ~ P- Dar din această condiție rezultă că atât x^} = (px (/(A)) cât și x^ = cp (tk) vor, pe măsură ce k crește la infinit, tinde spre -I = Фi( și X = cp ( ') decât continuitatea funcțiilor φx și φ , și deci și a mapării f În § vom demonstra o teoremă mai generală și anume: fiecare mulțime compactă este imaginea unui discontinuu Cantor sub o mapare continuă Funcții f>! și φ " definit pe mulțimea Cantor Π, interpolăm liniar pe intervale adiacente acestei mulțimi, adică punem pe fiecare interval adiacent (a; p) / fі(А=|^Фі(а)+р ••• fn, - ■ ■ ( ) definit în spațiul X se numește monoton dacă este o secvență crescătoare sau descrescătoare; în plus, se spune că șirul ( ) este crescător (respectiv, descrescător) pe X dacă pentru orice χ £ X avem fl W dat se poate găsi nc astfel încât pentru η > ne pentru toate punctele χ e X avem lfU)—f»U)l Să notăm cu Tre mulțimea tuturor punctelor χ e X pentru care condiția lf U)—fn U)l Γn+ pentru orice η și, prin urmare = Gwe ( ) În sfârșit, deoarece șirul ( ) converge în orice punct χ e X, fiecare punct χ este conținut într-un anumit Γn Astfel, mulțimile deschise Γn în totalitatea lor acoperă întreg spațiul X În virtutea compactității sale, rezultă că spațiul X este acoperit de un număr finit de mulțimi Γg, fie de mulțimile Γi, Γn, , Γng Presupunând că indicii pi, n , n$ sunt crescători, concluzionăm din ( ) că rj coincide cu întregul spațiu X Și aceasta înseamnă că pentru orice punct x g X avem IfU)—fnU)l , atunci vecinătățile sferice (f } , (f ,) sunt disjunse Pe de altă parte, o ramură a unei hiperbole și una dintre asimptotele acesteia pot servi ca exemplu de pereche de mulțimi închise nemărginite disjunse în plan, distanța dintre care este egală cu zero Dacă spațiul X este suma a două intervale ( ; ) și ( ; ) ale dreptei reale, atunci fiecare dintre aceste intervale este o mulțime închisă și mărginită a spațiului X, iar distanța dintre ele este egală cu zero Corolarul Orice două mulţimi închise disjuncte nevide ale unui spaţiu n-dimensional euclidian, dintre care cel puţin una este mărginită, se află la o distanţă pozitivă una de cealaltă Demonstrarea teoremei Fie F și Φ închise în X, nevide, dar au o intersecție goală Fie, în plus, Φ compact Să demonstrăm că p(F, Ф) > Altfel, am avea două șiruri de puncte % , x , ,xn£F, ( ) Și Y , Vt, •••> Yn, , VaeF, ( ) astfel incat lim p (xn Datorita compactitatii multimii co Φ din ( ) se poate alege o succesiune Yn^ Yn* ' • ' » } convergând către un punct y e Φ Deoarece p(xn, yn) tinde spre zero, secvența xp, xp, , xp, " '"z'' de asemenea, converge către punctul y și din închiderea mulțimii F rezultă că y e F Astfel, punctul y se dovedește a fi un punct comun al mulțimilor F și Ф, contrar presupunerii noastre Teorema este demonstrată SPAȚII METRICE |GL, & Pentru toate întrebările despre conexiunea mulțimilor compacte, următorul concept (introdus de Cantor) este cel principal: Definiție O succesiune finită de puncte ax, a unui spațiu metric X se numește lanț r, și anume printr-o cale e care conectează un punct cu un punct ca și cum p(H/, #/+ ) Teorema Orice spațiu metric conex X este legat Dovada Fie deconectat X Să demonstrăm că X nu poate fi conectat Într-adevăr, deoarece X nu este legat, se pot găsi în X două puncte a și b, care, pentru unele θ > , nu pot fi conectate prin nicio cale β Notați prin De mulțimea tuturor punctelor din spațiul X care pot fi conectate la a printr-o cale β Mulțimea As este nevidă (pentru că conține punctul a) Nu coincide cu tot X (pentru că nu conține punctul b) În plus, A& este închis: dacă a' este un punct de contact al mulţimii Ae, atunci există un punct ca e Ae separat de a' printr-o distanţă nv va exista Φ ^ Γ Într-adevăr, mulțimea Γ este o mulțime deschisă care conține Φ Prin urmare, fiecare mulțime Φ^ = Φη\Γ (ca intersecția a două mulțimi închise Φn și X\Γ) este închisă în X și, prin urmare, cu atât mai mult în Φϵ evident, Φ /^^^+ Astfel, mulțimile de FD formează o secvență descrescătoare de mulțimi compacte Intersecția lor este goală, deoarece este conținută, pe de o parte, în Φ^Γ și, pe de altă parte, în X\Γ Prin urmare, toate Φ, pornind de la unele n = n-?, sunt goale Dar dacă Φθ = Φn Γ (X\Γ) este gol, atunci, deci, ΦνηΓ, care trebuia demonstrat Să demonstrăm acum teorema ' Să presupunem că Φn este o mulțime compactă legată de cn / și că iisem - OA și că (nevide) \ Π-> / co multime compacta Φ= P| FP nu este un continuum Atunci Ф = Ф' și Ф % n = unde Φ' și Φ" sunt închise, negoale și nu se intersectează, iar prin teorema avem p(Φ', Φ") = δ> Punem Γ' = (/^Φ', , Г" = U ^Ф", Mulțimea deschisă Г = Г' U Г" este o vecinătate compactitatea Φ; prin urmare, pentru orice n suficient de mare avem Ф„ și p(Ф;, ФД>-| Luând n atât de mare încât e/g să poată fi reprezentat ca suma unui număr finit de subcontinuumuri de diametru unde Dn pentru n impar se află pe axa absciselor și conectează punctele n se află pe linia y - și leagă punctele , ;) Cititorul este încurajat să facă un desen § ] CONECTIVITATE ÎN SPAȚII COMPACTE Să dăm câteva exemple de continuumuri conectate local Dacă din toate punctele \ / \ / " - \ n' p)' \n' wJ'“*'\n' ' p ) (n = , , , ) Orez în patru egale dintre care intern este ejectat, deci nouă închise aruncați perpendicularele pe axa y și atașați-le la continuum C, apoi obțineți un continuum conectat local Următoarele două continuumuri conectate local, construite pentru prima dată de matematicianul polonez Sierpinski, sunt destul de remarcabile Primul continuum Sierpinski se obține după cum urmează Se ia un triunghi echilateral (Fig ) și se împarte la cele trei linii din mijloc în patru triunghiuri egale Interiorul triunghiului din mijloc (în Fig este umbrit) este aruncat, iar pe fiecare dintre cele trei triunghiuri închise rămase (le numim triunghiuri de primul rang) se repetă aceeași construcție: fiecare dintre aceste triunghiuri este împărțit la trei linii de mijloc într-un triunghi, din care se obține osul mijlociu triunghiuri de rangul doi etc Se notează prin suma tuturor celor n triunghiuri de rangul al n-lea; întrucât toate ■aceste triunghiuri sunt închise, suma lor este compactă Acest set compact este în mod evident conectat (oricare două dintre punctele sale pot fi conectate printr-o linie întreruptă pe pătrat) Întrucât acea intersecție a tuturor este un continuum , va fi de asemenea o mulțime închisă; și, setarea = ~ în co Qn - Q i (a), avem Q(a) ~ Q Qn, astfel încât prin Teorema (Y P= multimea compacta Q(a) este conexata si, prin urmare, este cuprinsa in componenta C(a) a punctului a În schimb, C(a) este Qs(a) pentru orice e, astfel încât C(a) Notând, ca și acum, componenta -^ a punctului a din Φ cheso tăiați Qn, concluzionăm din egalitatea C(a) = Q (a) = Q Qn (prin Lema n = la Teorema ) că pentru orice vecinătate Γ a mulțimii C(a) se poate alege un n astfel încât Q„sT Deoarece Qn este clopen, avem următorul corolar din teorema : Consecinţă Oricare ar fi vecinătatea Γ a componentei C a compactului Φ, se poate găsi o vecinătate a mulțimii C conținută în Γ care nu este doar o mulțime deschisă, ci și închisă Să presupunem acum că compactul Φ nu conține niciun continuum propriu Numim astfel de mulțimi compacte discontinue În mod evident, un compact discontinuu poate fi definit ca o mulțime compactă, fiecare punct al căruia coincide cu componenta sa Din corolarul tocmai formulat, rezultă că într-un compact discontinuu Φ fiecare punct este conținut într-un set clopen de diametru arbitrar mic Să luăm un > în mod arbitrar mic și să închidem fiecare punct x al mulțimii compacte discontinue date într-o mulțime deschis-închis de diametru , atunci, evident, nu poate conține nicio mulțime conexă format din mai mult de un punct Astfel, am ajuns la următorul rezultat: Teorema Pentru ca compactul Φ să nu conţină nici un continuum propriu, este necesar şi suficient ca acesta să fie zero-dimensional, adică astfel încât pentru orice > poate fi reprezentat ca suma unui număr finit de seturi închise disjunse în perechi cu diametrul dat și pentru orice sistem de n indici u, , ip, fiecare dintre care este egal cu sau , mulțimi compacte perfecte ) nu se intersectează în perechi; ) fiecare are un diametru Pentru n= , al nostru și Φv sunt astfel de mulțimi compacte Construim mulțimi compacte după cum urmează În Ф^ ip luăm două puncte și ip și luați e > ^ mai putin de pCa^ ^ , si Apoi, luand în vecinătatea ^ , c) și U c), obținem două compacte perfecte care nu se intersectează fch Іп = [^("h e)L Ф" • • - Іпі - W (а{ ■ • ■ '„ > eM diametru doar unul i astfel încât ££Фцц, am deci există o succesiune definită unic ( ) astfel încât £-FzLFm L - PF^ ^L " adică că Să ne amintim acum că la construirea discontinuului Cantor Π, pentru fiecare n natural am avut " segmente de rang n, notate cu AZ și că atribuind fiecărui punct x al discontinuului Cantor singurul segment A^ i de rang n care îl conține, , am avut și o corespondență unu-la-unu între toate secvențele ( ) și toate punctele discontinuului Cantor, astfel încât fiecare punct x e Π a fost scris în mod unic sub forma Să punem acum în corespondență cu fiecare punct x^ i C P punctul ip £F Această corespondență este în mod evident o corespondență unu-la-unu între P și F® Este ușor de demonstrat că este reciproc continuu În virtutea teoremei , este suficient să demonstrăm că este continuă într-o direcție, de exemplu, de la Π la Φ° Pentru a face acest lucru, luăm o vecinătate arbitrară U(g, e) a punctului £ = , ip și luăm n atât de mare încât U(g, e), ceea ce urma să fie demonstrat Teorema Fiecare compactă este o imagine continuă a discontinuului Cantor Observația Din teorema din § rezultă că orice spațiu metric care este o imagine continuă a unui discontinuu Cantor este un spațiu compact; această împrejurare, împreună cu teorema , ne permite să spunem: Secțiunea IMAGINI ALE DISCONTINUUMULUI CANTOR Pentru ca un spațiu metric să fie compact, este necesar și suficient ca acesta să fie o imagine continuă a discontinuului Cantor Demonstrarea teoremei Fie dată o mulțime compactă Φ După cum știm, pentru orice e > poate fi reprezentată ca suma unui număr finit de mulțimi închise orice număr dat s' > $ prin stabilirea F + i \u d F + \u d F '- F „ întrucât nu presupunem deloc că mulţimile Φi sunt distincte perechi unele de altele În special, se poate presupune întotdeauna că numărul s are forma n Să reprezentăm acum Φ ca o sumă s - n^ a termenilor închiși Φx, , Φ de diametru -•=> Fm ^ => - ( ) iar singurul punct g = f(x), care este intersecția mulțimilor compacte ( ) Pe de altă parte, pentru fiecare punct g C Φ putem lua o mulțime compactă Φ& de primul rang care o conține (în general, pot exista mai multe astfel de mulțimi compacte de primul rang, apoi luăm, de exemplu, cea cu cel mai mic indice) Mai departe, luăm o mulțime compactă de rangul al doilea Ф/г, й , care conține punctul g (reținând că indicele ht a fost deja fixat în acest caz), o mulțime compactă de rangul al treilea Φm și m — A Astfel, se obține șirul ( ), prin încrucișarea ale cărei elemente este punctul g Secvența corespunzătoare ( ) dă în punctul de intersecție x ⊂ U și g ==f(x) Astfel, maparea f este o mapare a discontinuului Cantor Π pe întreaga mulțime compactă Φ Este ușor de observat că această mapare este continuă De fapt, pentru un > dat, luăm m atât de mare încât după aceasta punem = —— ™ Să considerăm acum un punct x=Ahi Г Aftlfe П f) ДЛ ' ” hm Q Toate punctele x' g il, la mai puțin de distanță de x, aparțin aceluiași segment A^ '*'^ de rang r* ca x Prin urmare, imaginile lor vor aparține mulțimii compacte φ, , care conține g = f(x), și, prin urmare, p(/Ax), f(x')) și trebuiau demonstrate OBSERVAȚIA Dacă în construcția anterioară ar fi fost posibilă alegerea mulțimilor compacte Φ^ - um în așa fel încât două mulțimi compacte de același rang să nu aibă puncte comune, atunci fiecare punct g e d> ar determina în mod unic șirul ( ) a multimilor compacte care il contin φ, ^ de ranguri diferite, si apoi punctul x pentru care g = f(x) ar fi de asemenea determinat in mod unic Cu alte cuvinte, maparea discontinuului Cantor pe mulțimea compactă Φ ar fi unu-la-unu și, în virtutea teoremei , compacta Φ în sine ar fi homeomorfă discontinuului Cantor Evident, pentru aceasta este necesar ca compactul Φ să fie zero-dimensional și, în plus, un compact perfect, adică un discontinuu Această condiție se dovedește, de asemenea, suficientă Intr-adevar, $> IMAGINI CU DISCONTINUUMUL A lui KANTOR fie Φ o mulțime compactă perfect zero-dimensională Atunci Ф, pentru orice e > , poate fi reprezentat ca o sumă de mulțimi compacte disjunse în perechi Фѵ ,Ф cu diametrul -urile naturale, se poate înlocui întotdeauna reprezentarea performanţă Φ = Φ;u uΦ' ', φ/pF/—l, δ(Φ') Astfel, sistemul L conține un set numărabil de elemente Ăfr, М , de primul rang (adică purtând un singur indice); fiecare element al primului rang este „subordonat” unui set numărabil de elemente ale celui de-al doilea rang conținut în acesta , A /k- , , fiecare element al celui de-al doilea rang este subordonat unui set numărabil de elemente de rangul trei A /a/ I, ••• și m e O succesiune de forma • • • > l#» • • *> fiecare element al căruia (cu excepția primului) este subordonat celui precedent se numește lanțul sistemului A; intersecția elementelor care formează un lanț se numește nucleul acestui lanț și, în sfârșit, suma nucleelor tuturor lanțurilor sistemului A se numește nucleul acestui sistem A Este esențial să rețineți că definiția unui sistem A nu conține în niciun caz o cerință ca două mulțimi care sunt elemente de același rang să nu se intersecteze; în plus, elemente diferite de același rang pot fi și seturi de puncte identice; în acest sens, trebuie remarcat că fiecare element al lui M; • *" m - m de rang m > este subordonat unui singur element de rang m - , și anume, elementul M; f , dar poate fi un subset al altor elemente de rang m - l- Prin urmare, notând cu Mm suma tuturor elementelor rangului al m-lea, obținem mulţimea Mm, care, în general, nu coincide deloc cu nucleul dat A-m = sisteme (dar care conțin doar acest nucleu); în cazurile în care are loc această coincidență, operația L în sine, adică tranziția de la un sistem dat de mulțimi l * ' ' nu prezintă interes pentru nucleul său, deoarece poate fi înlocuit prin adăugarea mulțimilor fiecărui rang dat și luând intersecția mulțimilor rezultate Mm Cel mai adesea, sunt considerate sisteme A ale căror elemente sunt mulțimi închise ale unui spațiu dat X Acele mulțimi ale spațiului X, care pot fi obținute ca nucleu al unui sistem A compus din mulțimi închise ale spațiului X, sunt numite mulțimi A ale spațiului X Toate mulțimile Borel sunt un caz special al mulțimii A ♦), *) Acest lucru nu este greu de demonstrat; deoarece toate seturile închise sunt seturi A, toate seturile Borel pot fi obținute din seturile închise pt § ] SPAȚII METRICE COMPLETE Seturile A situate în spații euclidiene și Hilbert permit un studiu foarte amplu În același timp, în afara mulțimilor A, multe dintre cele mai naturale probleme ale teoriei mulțimilor se dovedesc, cel puțin în prezent, a fi de nerezolvat Aceasta este, de exemplu, cea mai simplă dintre problemele teoriei mulțimilor, problema determinării cardinalității unei mulțimi: se dovedește că fiecare A-mulțime nenumărabilă a oricărui spațiu euclidian sau Hilbert, în general, al oricărui întreg separabil *) spatiul metric contine neaparat un discontinuu **), si are cardinalitatea c, in timp ce chiar si pe linia reala, problema determinarii cardinalitatii multimilor complementare multimilor A intampina dificultati care in prezent par complet insurmontabile O mulțime complementară unei mulțimi A poate să nu fie în sine o mulțime A: mulțimile A complementare cărora sunt și mulțimile A nu sunt altceva decât mulțimi Borel Această teoremă remarcabilă a fost demonstrată de M Ya Suslin, care, cu ajutorul teoremei sale, a construit și primul exemplu de mulțime A care nu este o mulțime Borel în Abia după acest exemplu a devenit posibil să se vorbească din clasa multimilor A ca o clasa de multimi, cu adevarat mai larga decat clasa multimilor Borel Teoria multimii A este cel mai dezvoltat capitol al asa-numitei teorii descriptive multimi; cititorii care doresc să se familiarizeze cu ea, ne referim la cartea lui Hausdorff [ ], cap și ***), și la cartea lui Kuratovsky I L v § Definiţie şi exemple de spaţii metrice complete Secvență de puncte x , , xn, ( ) al unui spațiu metric X se numește șir fundamental dacă pentru orice e > putem alege un număr natural ne astfel încât pentru orice ρ ne, q > nG avem Xb) cu limita a, atunci întreaga secvență ( ) converge către limita a Într-adevăr, alegem un număr atât de mare încât pentru orice pi, condiția p(xp, xq) numere raționale care converg pe linie la o limită irațională g Atunci în spațiul R șirul ( ) va fi o secvență fundamentală divergentă, iar spațiul ?, deci, va fi incomplet^ Observația Din definiția unui spațiu metric complet rezultă imediat că orice mulțime închisă situată într-un spațiu complet este în sine un spațiu complet Este ușor de observat că fiecare spațiu compact este un spațiu metric complet Într-adevăr, deoarece orice șir de puncte a unei mulțimi compacte are o subsecvență convergentă, din observația rezultă că fiecare șir fundamentală de puncte a unei mulțimi compacte este convergentă Mai mult, am văzut în § Cap că fiecare succesiune fundamentală de puncte de pe o dreaptă reală este o secvență convergentă (acesta este principiul convergenței Cauchy)* astfel încât linia reală este un spațiu metric complet Să demonstrăm completitudinea spațiului euclidian n-dimensional > Fie șirul fundamental ( -j, a , • • , am, , ( )? USD] SPAȚII METRICE COMPLETE unde = ,x}rm)) Din moment ce, evident, p(x(f>, x* *>) ( ) n ->■ (pentru i - , , , n) Dar apoi și succesiunea ( ) converge până la punctul a—(x e xn) Să demonstrăm acum că un spațiu Hilbert este un spațiu metric complet Dovada este similară cu cea dată tocmai pentru spațiul euclidian, dar în mod firesc, este complicată de unele probleme de convergență Fie ( ) din nou o secvență fundamentală, dar acum într-un spațiu Hilbert, astfel încât am^(xT\xT\ ) (patru') Pentru orice i, care ia acum oricare dintre valorile , , , y, avem o secvență fundamentală ( ) cu o limită ( ) În primul rând, trebuie să dovedim asta a = (xx , ,xn, ) ( ) co este un punct în spațiul Hilbert, adică în care seria xn converge Această dovadă se bazează pe inegalitatea Cauchy-Bunyakovsky NIM l \u d 'G P \u d I adevărat pentru oricare două secvențe de numere reale au a , , an, și blt b , , bn, / N \ *) Cazul final al acestei inegalități (unde este înlocuit cu ) \ / = П— / s-a dovedit în § cap patru Să demonstrăm inegalitatea Cauchy-Bunyavsky pentru sume infinite Nera-oo oo ( ) este fără îndoială adevărată dacă cel puțin unul dintre cele două rânduri este an > n=i n=\ este divergent, de atunci C-oo stă în dreapta Presupune" SPAȚII METRICE [CH cinci Să demonstrăm în primul rând că pentru orice s > putem alege m astfel încât pentru m > avem (Xn-xGG mg, m > rn& avem oo E( -xT)! oo ( k ■ care pentru k —> oo dă E (xn-xr) ms avem acum, prin inegalitatea Cauci–Bunyakovsky m,(-chi—i/' S (+?*+• I p I G p p unde seria converg spre dreapta sub semnul radical Prin urmare * în expresie (x " - x "n, y + WD + m) (Xn-x ™>) p p a toate seriile sunt absolut convergente, deci avem identitatea ■ (xn - x™ Y + (x'at> T + x™ (Xn-x™) = , p p p i din care decurge convergenta seriei xn- P Astfel, ( ) este într-adevăr un punct în spațiul Hilbert Rămâne de demonstrat că șirul ( ) converge către acesta în Dar pentru m > m& avem, în virtutea lui ( ) și a definiției punctului ( ) ), P(a „J ; întrucât, pe de altă parte, p(A/) = , distanța introdusă de noi satisface axioma identității În mod evident, satisface și axioma de simetrie Axioma triunghiului P(/i > / )^p(/i, fgJ+pCfs" /e) este valabil pentru oricare trei mapări mărginite /lt / , / Într-adevăr, oricare ar fi punctul χ e X, avem P (/ (X), Іi (x)) fa) = sup p (f, (x), f, (x) Xp (fi, / ) + p (ft, fa) Astfel, mulțimea tuturor mapărilor mărginite ale spațiului metric X în spațiul metric Y cu cele definite de noi în această mulțime SPAȚII METRICE [CH cinci distanța este spațiu metric; îl notăm cu B(X, Y) În acest caz, secvența /i, /a> • • * * fn* ' • - punctele din spațiul B(X, Y) converg în B(X, Y) până la punctul în care mapările fn converg în X uniform către maparea / De aici și din Propunerea § Cap rezultă că mulțimea C(X, Y) a tuturor mapărilor continue mărginite ale spațiului X în Y este închisă în spațiul B(X, Y) Considerăm acum doar spațiul C(X, Y) (cu metrica luată din spațiul B(X, Y)) și demonstrăm următoarea propoziție: Spațiul C(X, Y) al tuturor mapărilor continue mărginite ale unui spațiu metric arbitrar X într-un spațiu metric complet Y este un spațiu metric complet Remarcăm în special două cazuri speciale: Spațiul tuturor mapărilor continue ale oricărui spațiu metric într-un spațiu metric complet mărginit (în special* într-un spațiu compact) este un spațiu complet Spațiul tuturor funcțiilor reale mărginite continue* definite în orice spațiu metric* este un spațiu complet * Se trece la demonstrarea completității spațiului C(X, Y) în cazul general al oricărui X și al oricărui Y complet Lăsa fi; / , , fn* ( ) este o succesiune fundamentală de puncte din spațiul C(X, Y) Deoarece pentru fiecare punct χ e X succesiunea , fl (X), f^X), fn (X), este o secvență fundamentală de puncte din spațiul complet Y, Tb merge într-un punct din spațiul Y; o notăm cu f(x) Astfel, cartografierea de la spațiul X la spațiul Y Trebuie să demonstrăm, în primul rând, că harta/ este continuă și mărginită și, prin urmare, este un punct în spațiul C(X, Y), și, în al doilea rând, că șirul ( ) converge în C( X, Y) către D Toate aserțiunile vor fi dovedite dacă demonstrăm că mapările continue ( ) ale spațiului X în spațiul Y converg către maparea / uniform Dar aceasta rezultă din faptul că, în virtutea definiției metricii spațiului C(X, Y), șirul ( ), fiind fundamental în C(X, Y), îndeplinește condiția: pentru fiecare θ > , se poate alege un n& astfel încât pentru orice inegalitate p > Not > I > nQ P^WJHx)) oo, obținem P(/fM pentru toți n și toți χ e X, ceea ce demonstrează convergența uniformă a secvenței de mapări ( ) t § ] COMPLETAREA SPAȚIULUI METRIC § Completarea unui spatiu metric Am dat ca exemplu de spațiu metric incomplet spațiul tuturor punctelor raționale ale dreptei reale Acest spațiu este un subset dens peste tot al spațiului complet, și anume întreaga linie reală Vom arăta acum că acesta este întotdeauna cazul: există Teorema *) Orice spațiu metric X este o submulțime densă peste tot a unui spațiu complet X În plus, spațiul complet X este definit în mod unic până la o hartă izometrică**) care lasă toate punctele mulțimii X^X *** fixe și este cel mai mic spațiu metric complet care conține X (adică fiecare spațiu metric complet X* care conține X conține mulțimea X"aX izometric față de spațiul X) Definiția Spațiul X se numește completarea spațiului X Dovada Să introducem mai întâi conceptul de distanță între două secvențe fundamentale X = (X , x , •••»•••) ( ) și „/ = (^ , Y , ( ) Pentru aceasta observăm că pentru orice m, n avem P IXm* Ym) P (xn) " P (Xtv > Y n) " P (//"> Ym) și IP(t, Ym)~POn, Yn)\^p(Xm, Xn)+ p (y„, ut), de unde rezultă că şirul numeric pCch, Yi)> p(x , y ), » p(xn, yn), este fundamentală, deci convergentă Vom numi limita ei - distanța dintre secvențele fundamentale ( ) și ( ): p(x, z/) = lim p(xn, yn) ( ) /g->oo *) Atât această teoremă, cât și demonstrația ei dată aici se datorează lui Hausdorff **) O mapare f a unui spațiu metric X pe un spațiu metric Y se numește izometrică (sau congruentă) dacă păstrează distanțe, adică dacă (x")) = p (x'} x"), ***) Adică, dacă X' este un spațiu metric complet care conține X ca o mulțime densă peste tot, atunci există o hartă izometrică ț a spațiului X* pe X care satisface condiția /(x) - x pentru orice punct x e X SPAȚII METRICE [CH cinci Din definiția ( ) rezultă că pentru oricare trei secvențe fundamentale x = {xn}, y = {yn}, z = {zn} inegalitatea triunghiului este valabilă p(x, rXp(x, /) + p(y, z) ( ) Într-adevăr, avem p(xn,zn)^p(xn yn) + p(yn zn)f de unde inegalitatea ( ) se obține prin trecerea la limită ca η —> oo În special, dacă p(x y) = , p[y z) = - , atunci p(x, z) = Prin urmare, numind două secvențe fundamentale echivalente cu dacă distanța dintre ele este egală cu zero, vom obțineți o împărțire a întregului set de secvențe fundamentale în clase de secvențe echivalente Pentru concizie, aceste clase vor fi numite snopi ale spațiului X Fie g și m] doi snopi Alegerea g și m| mai fundamental decât șirul x={xn}, y = {yn}> putem verifica cu ușurință că p(x y) își păstrează valoarea dacă înlocuim x, y cu secvențe x',/ echivalente cu secvențele x și respectiv y Acest lucru face posibilă determinarea distanței p(g, y]) dintre două fascicule prin formula p(B, n) = p(a y}, unde x £ g, y g tj sunt alese arbitrar Distanța p(g, t}) satisface în mod evident axioma de simetrie: p(g, u) = p(u, g), precum și axioma de identitate: p(g, t}) = dacă și numai dacă g = î] În sfârșit, această distanță p(g, m|) satisface și axioma triunghiului (deoarece, așa cum tocmai am văzut, ea satisface distanța dintre secvențele fundamentale) Astfel, definiția noastră a distanței dintre snopi transformă mulțimea tuturor snopii din X într-un spațiu metric; Să o notăm cu Ho Numim un snop marcat un astfel de snop g care conține printre elementele sale o succesiune staționară, adică o secvență de forma (x, x, , x, ), xg X Deoarece oricare două secvențe staționare diferite {x} și {y} au o distanță pozitivă între ele (egală cu distanța dintre punctele x și y), fiecare creion marcat conține o singură secvență staționară Astfel, snopii marcați corespund unu-la-unu punctelor spațiului X, iar această corespondență păstrează distanța (distanța dintre doi snopi marcați este egală cu distanța dintre punctele spațiului X corespunzătoare acestora) Să înlocuim acum toate snopii marcați din spațiul Xo cu punctele spațiului X corespunzătoare acestor snopi (toate distanțele sub această înlocuire rămân aceleași ca înainte USD] FINALIZAREA SPAȚIULUI METRIC ' substituții) Rezultatul este un spațiu metric X , care este evident izometric față de spațiul XQ Acest spațiu X este cel pe care am vrut să-l construim Spațiul X este conținut în X ca submulțime Să demonstrăm că X este dens peste tot în X Într-adevăr, pentru ggX\X și xgg arbitrare, x=(xltx , ,x„, ), ( ) distanța dintre punctele t și xn ale spațiului X este p(g, xn) = p(x, xn), unde p(x, xn) este distanța dintre secvențele fundamentale x = (xr, x , ) n Dar această distanță tinde spre zero pe măsură ce crește n Prin urmare, pentru orice succesiune fundamentală ( ) luată cu creionul, avem g = lim xn în X ( ) /r~>oo Aceasta dovedește că fiecare punct £ C X\X este un punct de contact al mulțimii XeX și, prin urmare, X este dens în X Să demonstrăm acum că X este un spațiu complet Lăsa GBP, UU ( ) este o secvență fundamentală de puncte în spațiul X Dacă există un snop, luăm o secvență fundamentală {xst} în el și un punct xn~xmn în el, astfel încât p(^, xm Dacă există un punct în spaţiul X, atunci notăm acest punct cu x' n Puncte obţinute Xj, ^ " • • ♦ > ^Pch • • • (&) spaţiile X formează o secvenţă fundamentală care determină în mod unic snop g care îl conţine Sirul ( ) și, prin urmare, șirul ( ), converge către g, ceea ce demonstrează caracterul complet al spațiului X Acum să fie X’ un spațiu metric complet care conține spațiul X ca un set dens peste tot Atunci fiecare punct g' ∈ X' determină în mod unic snop de secvențe fundamentale ale spațiului X care converg către acest punct și, în consecință, punctul g al spațiului X SPAȚII METRICE [CH cinci diferite puncte ale spațiului X În virtutea completității spațiului X’, fiecare snop al spațiului X constă din secvențe care converg către un anumit punct g’gX’, astfel încât corespondența tocmai stabilită este o corespondență unu-la-unu între punctele spațiilor X’ și X, sub care fiecare punct al lui X se potrivește În plus, este ușor de observat că corespondența rezultată este izometrică În cele din urmă, dacă X’ este un spațiu complet care conține X, atunci închiderea mulțimii X în X’ este un spațiu complet care conține spațiul X deja ca o mulțime densă peste tot și, prin urmare, izometric față de spațiul X Teorema Hausdorff este complet demonstrată Cometariu Luând spațiul R al numerelor raționale și construind completarea lui R, ar fi posibil să avem puncte pro care nu aparțin spațiului R; rătăcire U? numiți-le numere iraționale În acest caz, ar trebui introduse următoarele observații și definiții suplimentare Dacă sunt date un număr irațional g și un număr rațional x, atunci, luând în snop g o secvență fundamentală x , xp, ar fi ușor de demonstrat că pentru toți n suficient de mari avem fie xn > x, fie xn x, în al doilea g xn În primul caz punem g' g"; mai mult decât atât, rezultatul din nou nu depinde de alegerea specială a secvențelor și Astfel, în mulțimea tuturor reale (adică, numere raționale și iraționale), se stabilește o relație de ordine care satisface, după cum se poate arăta, axiomele obișnuite În plus, după cum am văzut (formula ( )), orice succesiune luată din snop g converge în R către punctul g; deci, orice număr irațional g este limita unei secvențe de numere raționale (și anume limita oricărei secvențe {xn}gg) Aceasta ne permite să definim operații pe numere reale: pentru a obține, de exemplu, suma a două numere reale gA și g" luăm câteva secvențe {xA}Cgz > {'Vn}£g" În acest caz, de exemplu, g ' este rațional, atunci putem pune Xn ~ g'' pentru toate u) și luăm în considerare șirul Această secvență se dovedește a fi fundamentală u> prin urmare, converge către un număr real, care se numește suma a două numere date g" și g" Rămâne la latitudinea cititorului să demonstreze că acțiunile asupra numerelor reale astfel definite au toate proprietățile celor patru acțiuni de bază stabilite în algebra elementară Teoria numerelor iraționale subliniată în această remarcă este cunoscută sub numele de teoria lui Cantor și poate concura cu succes cu teoria lui Dedekind, care este mai frecventă în manuale, în ceea ce privește simplitatea și naturalețea ei § PROPRIETĂȚI ALE SPAȚIILOR METRICE COMPLETE § Cele mai simple proprietăţi ale spaţiilor metrice complete Am văzut deja că orice set închis dintr-un spațiu complet este el însuși complet Să demonstrăm câteva proprietăți suplimentare ale spațiilor complete Teorema Într-un spațiu metric complet, orice succesiune de mulțimi închise descrescătoare Fx=eF ^ => FY ale căror diametre tind spre zero are o intersecție formată dintr-un singur punct Într-adevăr, deoarece diametrele mulțimilor Ф/г tind spre zero, atunci intersecția Q Фj in în orice caz, nu se poate n- conțin mai mult de un punct Luând punctul xn din fiecare dintre mulțimile Fn, obținem șirul fundamental proprietatea {х„} a cărei limită este cuprinsă în Ф== Q Ф„ n= Teorema Dacă fiecare dintre mulțimile deschise rx, r , , rn, ale unui spațiu metric complet X este dens în X, atunci intersecția lor M — Q este și peste tot densă în X n=A set (evident, de tip G&) Mai întâi demonstrează Lema Dacă o mulțime deschisă Γ este densă într-un spațiu metric X, atunci oricare ar fi mulțimea deschisă nevidă Γ, există o mulțime deschisă Γ' cu un diametru arbitrar mic a cărei închidere este conținută în Γ Γ Γ Într-adevăr, deoarece Γ este dens în X, atunci ΓΓ este o mulțime deschisă nevid; orice punct xCGPG are o distanță pozitivă px de la setul închis complementar la Γ A Luând un , din șirul ( ) se poate alege o subsecvență infinită de diametru Sirul ( ) cu aceasta proprietate evident nu poate contine nici o subsecventa fundamentala Deci există un loc Teorema Pentru ca un spațiu metric să fie complet mărginit, este necesar și suficient ca din orice succesiune infinită de puncte din acest spațiu să se poată alege o subsecvență fundamentală Observația Cu ajutorul teoremei este ușor de demonstrat compactitatea cărămizii Hilbert Q (§ Cap ) Deoarece Q, este ușor de văzut, este o mulțime închisă într-un spațiu Hilbert și, în consecință, este un spațiu complet, este suficient* să demonstrăm că Q are proprietatea de mărginire completă, adică pentru fiecare & > conține o -net Să fie dat > Să luăm n atât de mare încât W — N I — -> II Fie M reductibil ZD M \u d A,] ? ( ) G = M \ M x a a x a + ) (unde Г este mulțimea tuturor punctelor de compactitate locală ale mulțimii Ma) și M=Ura (cinci) a adică [L aI=>Fa+ ^[L a+ ] ( ) Compactele Fa+ sunt definite pentru toate numerele ordinale de forma a-ț- III Lăsa adică M = (PiXQx) U (P XQ ) U UU • (mai mult, lanțul de incluziuni ( ) se presupune a fi îndeplinit*)) Fiecare termen, fiind o mulțime deschisă a spațiului metric P^, este Fg (în F), prin urmare M este Fo (în F) Dar, stabilind Q = X, avem = (QoXP,) U (QiM'z) și și ( adică, X\M are și proprietatea II și, prin urmare, în niciun caz nu este Fq Deoarece X\M este Pa, atunci M (fiind Pa) este în și G^ Afirmația a fost dovedită III-> Fie mulțimea M simultan FG și G^ și considerăm sistemul tuturor reziduurilor Ma ale mulțimii U, Ma\A t trebuie să demonstrăm că ultimul reziduu este mulțimea goală Presupuneți contrariul și demonstrați două leme Lema Dacă N este simultan F^uG^e într-un spațiu metric X și F este închis în N, atunci F este și FG și G& în X ce s-a dovedit in acelasi timp compact F; = G' Ne Într-adevăr, deoarece N = (J An, unde An sunt închise în X și F este închis la N, atunci există o mulţime A închisă în X astfel încât \u d I "PL); n - pentru că la fel ca A AnGіL sunt închise fiind închise în X, atunci F este FG în P Pe de altă parte, deoarece în X, există Gq în X, atunci există deschise în X stabilește Gn astfel încât A = C] Gn Dar N, fiind Gq în X, este o intersecție numărarea numărului deschis in X seturi Vt prin urmare F = A[}N = de unde rezultă că F este Gq în X m = U *) În plus, după cum este ușor de observat, fără pierderea generalității putem presupune că pentru orice A transfinit de al doilea fel avem P^=^QP^ Vom presupune că această condiție este îndeplinită SPAȚII METRICE [CH cinci Lema Dacă N este simultan Fo și în X și X zd £ rz > M, atunci N este simultan Fp și G& în E Într-adevăr, prin ipoteza M = - U unde sunt închise, p p și Gn sunt deschise în X Deoarece N > E, rezultă V = £P V = p|(£POn) = u(£PLn), p p de unde rezultă că N este Gp și Fp în E, Să revenim la considerarea ultimului reziduu Mp al mulţimii M şi să presupunem că p # A Deoarece Mp este închis în /I, iar M este tot în Φ, atunci, după Lema , mulţimea M este simultan G& în Φ Am stabilit MMr]Dl (dacă nu se specifică altfel, închiderea este luată peste tot în Φ în această dovadă) Se sustine ca Doamna[V] ( ) Pentru aceasta, observam ca multimea Hp, fiind ultimul rest al multimii A , nu are un singur punct de compactitate locala (altfel multimea Gr ar fi nevida si am avea A p+ = A p \ Gr C Z A p) Dacă includerea ( ) nu ar avea loc, atunci ar exista un punct χ e Mp care nu este limitativ pentru B = [A p]\A p și, în consecință, intern lui Mp față de mulțimea compactă φ = [A p] Dar apoi, luând o vecinătate U(x) în așa fel încât închiderea (în Φ) a acestei vecinătăți să fie în A p, am fi convinși că x este un punct de compactitate locală al mulțimii Mp, care nu poate fi Rescriind egalitatea acum evidentă [[Mr]ХЛ r]\([L r]\Mr) - Mr P [[Mr]\Mr ] la fel de [B]XB = L rP[£] iar folosind includerea ( ), avem [B \ B \u d MP, m\ e [E]oA p, [B] apoi [A p] Dar, pe de altă parte, evident, [B] ) U + \M( + >) U ♦ • •” de unde rezultă că clasa mulţimii A/ este a Teorema Pentru ca un spatiu metric cu o baza numarabila sa fie reductibil, este necesar si suficient ca fiecare multime nevida inchisa in X sa aiba cel putin un punct de compactitate locala Condiția este necesară Într-adevăr, fie X reductibil și A o mulțime nevide închisă în X Să considerăm un sistem ordonat gol al tuturor reziduurilor Xa, a > p, ale spațiului X Deoarece Xa = A, pentru orice ■ a X există cel mai mic număr ordinal a(x) astfel încât x să nu fie conținut în Xa(x) Evident, a(x) este de primul fel Fie a() = a(x ) - y + cel mai mic dintre toate numerele oc(x) construite pentru toate posibilele x > A Apoi Aț^Xy Deoarece x nu este conținut în x , atunci x este un punct de compactitate locală al spațiului X^ și, în consecință, al mulțimii A închisă în acest spațiu Condiția este suficientă Deoarece ultimul reziduu Xp al spațiului X este o mulțime închisă care nu conține puncte de compactitate locală, din condiția noastră rezultă că X& = A, care urma să fie demonstrată Din rezultatele demonstrate deducem următoarea propoziție: Teorema Pentru ca o mulțime numărabilă M aflată într-o mulțime compactă Φ să fie o mulțime de tip Gg în Φ, este necesar și suficient ca Φ să fie disparat (adică să nu conțină în sine o submulțime densă nevidă) ) Într-adevăr, dacă M este separat, atunci fiecare submulțime nevidă a mulțimii M conține puncte izolate, care sunt în mod evident puncte de compactitate locală Prin urmare, în virtutea teoremei , mulțimea Μ este reductibilă și, prin urmare, prin teorema , este mulțimea G^, Invers, daca o multime numarabila M este G^ in Φ, atunci, fiind (ca orice multime numarabila) tot o multime F, este reductibila Fie acum A o submulțime densă în sine a mulțimii M, vom demonstra că A este goală Deoarece închiderea unei mulțimi A în M este și densă în sine, putem presupune de la bun început că A este închis în M Deoarece M este reductibil, rezultă că A conține un punct de compactitate locală x Fie { (x ) = Γ o vecinătate a punctului x cu închidere compactă [Γ] cardinalitatea continuumului, ceea ce contrazice faptul că [Γ]^ este o submulțime a unei mulțimi numărabile Teorema este demonstrată *) Dintre toate numerele ordinale a Fg => => Fa = ( ) spațiul X are o intersecție nevide Dovada Numim orice sistem de mulțimi centrat dacă orice număr finit de mulțimi este §> ] , SPAȚII COMPACTE care sunt elemente ale acestui sistem are o intersecție nevide Introducând această definiție și amintindu-ne că mulțimile deschise și închise din X sunt complementare reciproc și că complementul la o sumă de mulțimi este intersecția complementelor acestor mulțimi, iar complementul la intersecția mulțimilor este suma complementelor acestora multimi, putem observa cu usurinta ca proprietatea (B) (adica proprietatea compactitatii spatiului X) este echivalenta cu urmatoarea proprietate: Proprietatea (B') Fiecare sistem centrat de mulțimi închise din spațiul X are o intersecție nevide Prin urmare, este suficient să demonstrăm că (A)^(B)-CHV'), (C)^(A) (unde săgeata înseamnă urmărire logică) (A)->(B) Să fie dat un sistem complet ordonat de mulțimi închise nevide ( ) Dacă toate elementele sistemului ( )r, începând de la un Φ, coincid între ele, atunci intersecția tuturor elementelor sistemului ( ) este egală cu acest Φ și, prin urmare, este nevidă Dacă în sistemul ( ) fiecare Ф este urmat de Фр¥=Ф, atunci din ( ) se poate distinge cu ușurință un subsistem cofinal format din mulțimi distincte în perechi Presupunând că această tranziție la subsistemul cofinal a fost deja finalizată, putem presupune că toate FA din ( ) sunt diferite unele de altele Sub această ipoteză, putem evidenția din nou un subsistem al sistemului ( ) la care întregul sistem ar fi cofinal și care ar avea cel mai mic tip de comandă posibil Înlocuind întregul sistem cu un astfel de subsistem, putem presupune că sistemul ( ) nu este cofinal cu niciun subsistem al cărui tip ordinal ar fi mai mic decât tipul ordinal al întregului sistem ( ) Dar atunci tipul ordinal al sistemului ( ) este numărul ordinal inițial (chiar regulat) de celule Astfel, putem presupune că sistemul ( ) are tipul de ordine de faguri și constă din seturi distincte în perechi Să luăm acum în fiecare dintre mulțimile Fa \ Fa + un punct xa Mulțimea M a tuturor punctelor xa pe care le-am selectat are cardinalitate Fie g un punct de acumulare completă a mulțimii M Punctul g este inclus în intersecția tuturor Φ, deoarece dacă nu ar fi conținut, de exemplu, în mulțimea Φp, atunci X\Φp ar fi un punct de vecinătate t care conține numai acele puncte xa pentru care a (C') Presupunând că (B) este adevărată, conducem la o contradicție în ipoteza că (C') este falsă Să fie cel mai mic număr cardinal (evident infinit) pentru care există un sistem centrat de cardinalitate format din COMPACT ȘI METRIZARE [CH din mulţimi închise cu intersecţie goală Să reprezentăm sistemul S ca un sistem complet ordonat de tip fagure: S = {T , Fv , Fa, }, a (A) Trebuie să demonstrăm că dacă (A) este falsă, atunci (B) este falsă Dar dacă (A) nu este adevărată, atunci există o mulțime infinită M care nu are un singur punct de acumulare completă În consecință, fiecare punct x ⊂ X are o vecinătate t/(x) care se intersectează cu mulțimea M într-o mulțime a cărei cardinalitate este mai mică decât cardinalitatea mulțimii M Pentru fiecare punct xgX, alegem o astfel de vecinătate V(x) și notăm sistemul rezultat de mulţimi deschise prin S Fie i , noi este un subsistem finit al sistemului S Deoarece cardinalitatea fiecăreia dintre mulțimile M P [ Z, fs, este mai mică decât cardinalitatea întregii mulțimi /I și numărul acestor mulțimi este finit, suma lor nu poate fi egală cu întreaga mulţime M (bazată pe Teorema § capitolul ) Prin urmare, niciun subsistem finit al sistemului S nu poate acoperi întreaga mulțime M și cu atât mai mult întreg spațiul X, adică proprietatea (B) nu se află în spațiul X Teorema noastră este complet demonstrată Observația Deoarece pentru mulțimile numărabile conceptul de punct de acumulare completă coincide cu conceptul de punct limită și, deoarece fiecare mulțime infinită conține o submulțime numărabilă, proprietatea de compactitate a unui spațiu topologic poate fi exprimată în următoarea formă: Proprietatea a) Fiecare mulțime numărabilă M are cel puțin un punct de acumulare completă Prin urmare, dacă am fi de acord să înlocuim termenul „bicompact” cu termenul „compact” atunci când este aplicat spațiilor topologice, atunci ar fi firesc să numim spațiile topologice compacte (în sensul obișnuit) „compact pentru cardinalitate ^f ” În legătură cu aceasta, conceptele de compactitate (inițială) până la o cardinalitate dată a și compactitate (finală) pornind de la o cardinalitate dată a apar în mod natural Se spune că un spațiu X este inițial compact până la o cardinalitate dată Cl^sVo dacă fiecare capac deschis de cardinalitate conține o subacoperire finită a lui X Pe de altă parte, se spune că un spațiu X este în final compact pornind de la o cardinalitate dată a dacă fiecare capac deschis al lui X cu cardinalitate > a conține un subacoperire al lui X de cardinalitate μ Condiția de compactitate inițială este echivalentă cu condițiile (Ac) și (B^), analogă cu condițiile (A) și (B) de bicompacitate § n SPAȚII COMPACTE Pentru compactitatea finală, o astfel de echivalență, în general, nu este valabilă (vezi Mișcenko [ ]) Spațiile bicompacte sunt atât inițial compacte până la orice cardinalitate, cât și în cele din urmă compacte pornind de la orice cardinalitate (de unde și termenul „bicompact”) Observația Spațiul W( ) al tuturor numerelor ordinale Λ(c ) conține, așa cum este ușor de observat, o succesiune numărabilă de numere ordinale strict crescătoare Primul număr mai mare decât toate elementele acestei secvențe este limita acestuia (vezi Secțiunea , Capitolul ) și, prin urmare, punctul limită al mulțimii M Totuși, spațiul W nu este bicompact: orice interval de formă (a ( ), a APA'' Un sistem direcționat pe incluziune de mulțimi xa nevide se numește sistem R COMPACT ȘI METRIZARE [CH cinci x a punctului x și orice vecinătate Or* a punctului r* din X, iar acest lucru contrazice faptul că X este un spațiu Hausdorff Propoziția și, prin urmare, Teorema , este demonstrată Să aplicăm acum conceptul de //-închidere pentru a obține următorul criteriu pentru bicompacitatea spațiilor ordonate: Teorema Un spațiu ordonat X este compact dacă și numai dacă nu are goluri Dovada Dacă X are lacune, atunci conform teoremei din § Ch spațiul X este încorporat ca o mulțime densă peste tot în spațiul ordonat X, unde punctele mulțimii X\X sunt toate golurile mulțimii X Prin urmare, spațiul X nu este //-închis și, prin urmare, nu bicompact Să presupunem acum, invers, că spațiul X nu este compact Apoi, există o secvență descrescătoare bine ordonată de {Fa}-mulțimi închise non-vide Fa cu intersecție goală Notăm cu A mulțimea tuturor punctelor χ e X pentru fiecare dintre care există o mulțime Fa astfel încât χ —> y pentru orice punct y e Fa Atunci perechea (A, X\A) definește un decalaj De fapt, dacă x e A și x' —> x, atunci x' e A Prin urmare, perechea (A, X\D) este o secțiune Să presupunem mai întâi că clasa superioară X\A are cel mai mic element a Să nu aparțină unor Legi Există o vecinătate de interval (&; c) a punctului a care nu intersectează Fa Punctul b aparține lui D, prin urmare se află la stânga unei mulțimi F& - În plus, există o vecinătate de interval (d; e) a punctului b care nu intersectează /u/ Punem a" = max {a, a'} Atunci vecinătatea intervalului (d; c) a punctului a nu intersectează Fa"- Prin urmare, punctul a se află la stânga mulțimii Fa", adică a > A Această contradicție dovedește absența unui element minim în clasa superioară Să presupunem acum că clasa inferioară A are un element maxim a Apoi punctul a se află la stânga unui set /u Deoarece mulțimea Fa este închisă, există o vecinătate de interval (b; c) a punctului a care nu intersectează Fa Mai mult, intervalul (a; c) este gol și, în consecință, punctul c este un element minim în clasa superioară (X\A), ceea ce contrazice ceea ce s-a dovedit deja Teorema este demonstrată § Mapări continue ale spaţiilor compacte Dacă f este o mapare continuă a unui spațiu topologic compact X pe un spațiu topologic Y, atunci spațiul Y este compact Pentru a demonstra acest lucru, să luăm un capac deschis * c)y = {G} al spațiului Y și să notăm § ] HARTĂRI ALE SPAȚILOR COMPACTE parcurgem (Ox învelișul spațiului X, care constă din imaginile inverse f e G ale elementelor învelișului ωy , Propunerea (Weierstrass) Orice funcție reală f definită pe un spațiu compact X este mărginită și își ia valorile maxime și minime în anumite puncte ale spațiului X Într-adevăr, dacă f este o funcție reală continuă pe un spațiu bicompact X, atunci fX este un subspațiu bicompact al dreptei reale, adică o mulțime închisă mărginită de numere reale care conține (datorită închiderii sale) atât limita sa superioară M, cât și cea inferioară fata legata m Daca x()^f~ M, x ^f~ m, atunci in punctele x , xr ale spatiului X, functia f ia valoarea sa maxima M , respectiv valoarea sa minima m Propozitia Orice mapare continua f a unui spatiu topologic compact X intr-un spatiu Hausdorff Y este inchisa Fie X un spațiu compact și fie A închis în X; trebuie să dovedim că B = fA este închis în Y Aceasta rezultă din faptul că A, fiind închis într-un spațiu compact X, este el însuși un spațiu compact; prin urmare, B este un subspațiu compact al spațiului Hausdorff Y și, prin urmare, prin Teorema , este închis în Y, ceea ce trebuia demonstrat În legătură cu ultima afirmație, introducem următoarele Definiția O hartă continuă f a unui spațiu topologic X într-un spațiu topologic Y se numește perfectă dacă este închisă și pentru orice punct y C Y preimaginea sa f~xy este bicompactă Pentru orice mapare continuă /: X —* Y în ^-spațiul Y, imaginea inversă a oricărui punct f~ y este închisă în X Prin urmare, Lema la Teorema și Propoziția implică Propozitia Orice mapare continua f a unui spatiu compact X intr-un spatiu Hausdorff Y este perfecta Din Propunerea și Propunerea din § Cap urmează următoarele Propunerea Fiecare mapare continuă uni-la-unu și unidirecțională a unui spațiu bicompac X pe un spațiu Hausdorff Y este un homeomorfism COMPACT ȘI METRIZARE [CH & În cadrul mapărilor continue, greutatea unui spațiu topologic poate crește Să ilustrăm acest lucru cu următorul exemplu Ca spațiu X luăm linia reală Pentru spațiul Y luăm spațiul coeficient al spațiului X (vezi Secțiunea , Capitolul ) față de partiția lui AP, al cărui singur element netrivial este mulțimea Z a tuturor numerelor întregi În cele din urmă, luăm proiecția naturală a spațiului X pe spațiul de coeficient Y ca reprezentare f: X-+Y Maparea f este coeficient și, prin urmare, continuă (vezi Secțiunea , Capitolul ) Spațiul X are o bază numărabilă Să arătăm că spațiul Y nu numai că nu are bază numărabilă, dar nici măcar nu satisface prima axiomă a numărabilității într-un punct care este imaginea mulțimii Z sub maparea f Să presupunem că punctul £ are o bază numărabilă de vecinătăți {( X, £ , } Pentru fiecare număr întreg k, fixăm un interval Vk al dreptei reale astfel încât ) lungimea Vb nu depășește / , ) se află capetele intervalului Vk + oe Acum setăm V = |J Open pe linia numerică — cu mulţimea V are proprietatea că V=f~ fV Prin urmare, prin definiția unei mapări de factori, mulțimea fV este deschisă În virtutea proprietății ) avem și în virtutea proprietăților ) și ) avem Uk\fV=^=A pentru orice , , Astfel, sistemul nu este o bază de vecinătăți ale punctului £ În același timp există Teorema Dacă un spațiu Hausdorff Y este imaginea unui spațiu compact X sub o hartă continuă f, atunci wY ⩽ ZwX Teorema și a doua teoremă de metrizare a lui Urysohn implică următoarea afirmație: Teorema Un spațiu Hausdorff care este o imagine continuă a unui compact este el însuși un compact Demonstrarea teoremei În spațiul X fixăm o bază {VoD de cardinalitate wX Notă prin T multimea tuturor submultimii finite ale multimii A Din Teorema , Sectiunea , Capitolul , rezulta ca cardinalitatea multimii T este egala cu cardinalitatea multimii A*) și Conform Propoziției , afișare ae t f este închis, deci mulțimea Ut este deschisă Să arătăm asta *) Presupunem că wX W $ Dacă ponderea spațiului X este finită, atunci afirmația teoremei este evidentă ”§ TEOREMA WEIERSTRASS-STONE I colecția {Z t: /£ } formează baza spațiului Y Fie Oy o vecinătate a unui punct arbitrar For Pentru orice punct x^f~ y, fixăm un element Ya(x) al bazei care conține x și conținut în f~lOy Deoarece maparea f este continuă, mulțimea f~Yy este închisă și, prin urmare, compactă Prin urmare, din acoperirea {Ya(X): x € f~ry} a acestui set, se poate evidenția o subacoperire finită VaD Să arătăm că y £ Ut Oy, unde t - {oq, , aD Avem /"x/av*, i e y £Y\f (X\Yi) Pe de altă parte, Vf Oy Teorema este demonstrată Cometariu Cititorul poate verifica cu ușurință că ne-am dovedit de fapt un lucru mai general Teorema Dacă un spațiu topologic Y este imaginea unui spațiu topologic X sub o mapare perfectă, atunci wY^wX § Teorema Weierstrass-Stone Fie X compact Notăm cu C(X) inelul (algebra) tuturor funcțiilor reale și continue pe X cu definiția obișnuită a operațiilor de adunare și înmulțire Considerăm C(X) ca un spațiu metric, setând pentru orice funcții fgC(X), g e C(X) p (f, g) = max I f (*) - g (*) I, * € X Fie Co un subinel al lui C(X) cu următoarele două proprietăți: Co separă punctele lui X, adică pentru orice două puncte diferite x și x± ale spațiului X, există o funcție f C Co care ia valori diferite în aceste puncte f(x )=^=f( xj Subinelul Co conține toate constantele; adică, fiecare funcție care ia aceeași valoare în toate punctele χ e X este un element al inelului Co Teorema Weierstrass-Stone afirmă că fiecare subinel Co cu C(X) care are aceste două proprietăți și este o mulțime densă peste tot în spațiul metric C(X), sau că fiecare funcție continuă f pe un spațiu compact X este limita unei secvențe uniform convergente de funcții aparținând subringului Co și aceasta înseamnă că pentru fiecare funcție f(X) și pentru fiecare > există o funcție g(zCG) astfel încât \f(x) - g(x)| Apoi, stabilind f = ^^g + a^C(), avem f (x ) = a, f (xx) = Lema Dacă Co este un subinel închis al inelului C(X) care conține toate constantele, atunci pentru orice funcție avem u\Γ\ec Pentru a demonstra Lema , notăm; ce | f | — Notând cu maximul funcției | f | pe X, avem Dacă (OI \u d \u d C Y Setarea y(x) = - > avem, mai departe, |/(x)|-c]/ -y(x), unde funcția y(x) este continuă pe tot X și (x) Lema Dacă subinelul Co, împreună cu fiecare dintre elementele sale f, conține |/ , atunci acesta, împreună cu oricare dintre elementele sale f , fk, conține în cele din urmă elementele Mft, —, fk « fk- § ] TEOREMA WEIERSTRASS-STONE E Este suficient să demonstrăm acest lucru pentru & = , adică pentru două funcții; miros greu Dovada rezultă direct din faptul că Mh g (x) = f (x) + g (x) + f (x) - g (x) |, mZi s (x) = f (x) + g (x) - \ f (x) - g(x) Acum este suficient să se demonstreze afirmația teoremei Weierstrass–Stone în ipoteza că Co este un subinel închis al inelului C(X) care separă puternic punctele și îndeplinește următoarea condiție: dacă funcțiile f și g sunt elemente ale inelului Co, apoi funcțiile și sunt, de asemenea, elemente ale acestui inel Co Facem această dovadă Să fie date arbitrar o funcție fg C(X) și un număr β > Problema este să găsim o funcție g £ C$ astfel încât |f(x) - g(x) I ■■■' Іп, •••) , se poate găsi o astfel de vecinătate a punctului x în spațiu X astfel încât pentru toate punctele xr' din această vecinătate avem p(x, x') > β în Q Dovada afirmației (a) Pentru un ε dat, atât de mare încât condiția determinată de condițiile ^ ~ Vecinătatea U a punctului x în X, I ' > -există una dorită ' si in Y p eu axa W Produsul cartografiilor Să fie dat un sistem de mapări fa: Xa -> Ya de spații topologice Xa în spații topologice Ya, agSL „care asociază punctul x = {xa} £X cu punctul fx = {faxa} £Y> se numește /=PN- printr-un produs simplu de mapări și se scrie: a e Propozitia Un produs simplu C/a este continuu aceste harti fa sunt continue Dovada Este suficient să arătăm că preimaginea [~Yu a oricărei mulțimi deschise elementare = (( K , , Ua ) Y = Ц Ya este deschis Dar prin verificarea directă a OS e Ya, spațiu topologic X în spații topologice Ya Apoi maparea f: X -> ■¥ = ^ Ua, care pune e corespondenţa punctului x cu punctul fx~ {fax} SS se numeşte produsul diagonal al mapărilor fa Să luăm acum pentru fiecare a C o instanță Xa a spațiului X și să luăm în considerare maparea i: X — * X Xa, stabilind - Deci Să presupunem că am construit sisteme centrate SoCzStCi aSva: , v KKM) există ceva $m = /n În special, mulțimea tuturor sistemelor centrate de submulțimi ale mulțimii M are cardinalitatea „C m”, astfel încât procesul nostru de construire a sistemelor S trebuie să se termine la un număr ordinal a că Sa este un sistem centrat maxim Demonstrăm acum următoarea lemă: Lema Pentru ca un spațiu X să fie compact, este necesar și suficient ca orice sistem centrat de mulțimi X să aibă cel puțin un punct comun de contact Într-adevăr, dacă X este compact, atunci sistemul de mulțimi închise, fiind centrat, are cel puțin un punct comun, care este punctul comun de contact al tuturor mulțimilor date Dimpotrivă, dacă condiția noastră este îndeplinită, atunci, în special, orice sistemul centrat de mulțimi închise are un punct comun de contact, iar spațiul X este compact Să ne întoarcem acum la demonstrarea primei teoreme a lui Tihonov Fie X un produs topologic al spațiilor compacte Xa Este necesar să se demonstreze că fiecare sistem centrat S al mulțimilor M Mai departe, deoarece fiecare o vecinătate cu un singur indice se intersectează cu toate M\, iar sistemul tuturor Mk este un sistem centrat maxim, atunci fiecare vecinătate cu un singur indice aparține în mod necesar sistemului S; într-adevăr, după ce am completat un sistem centrat de mulțimi cu orice set, *) Dacă x este un punct al produsului topologic X = Xa, atunci fiecare x este numit coordonata punctului x S ] PRODUSUL ŞI TEOREME LUI TIKHONOV intersectându-se cu toate elementele acestui sistem centrat, noi, după cum este ușor de văzut, obținem din nou un sistem centrat Mai mult, din observația tocmai făcută rezultă că intersecția oricărui număr finit de elemente ale unui sistem centrat maxim S este din nou un element al sistemului S Deoarece fiecare vecinătate elementară a unui punct arbitrar din spațiul X este intersecția unui sistem finit număr de vecinătăți cu un singur indice, sistemul S, care conține, după cum am văzut că printre elementele sale, toate vecinătățile cu un singur indice ale punctului x conțin în mod necesar toate vecinătățile punctului x, din care rezultă că orice vecinătate a punctului x (fiind un element al sistemului S = se intersectează cu orice mulțime decât prima teoremă a lui Tihonov și se demonstrează Deoarece produsul spațiilor Hausdorff este un spațiu Hausdorff, din ceea ce s-a dovedit rezultă că Cu o răzbunare Produsul oricărui sistem de seturi compacte este un set compact Este ușor de demonstrat că produsul numărului cardinal de spații, fiecare dintre ele având greutate = Cm, este un spațiu cu greutatea m A seturi deschise O ,u m („discontinuul Cantor generalizat al greutății m”), care este produsul lui m două puncte simple; o mulțime bicompactă /m, care este un produs al m segmente ale dreptei reale („cărămidă Mu-Khon cu greutatea m”)*); produsul lui m cercuri („torul Tx al greutății m”) etc Toate spațiile enumerate au o serie de proprietăți interesante Deci, Dx și Tx sunt, atunci când este cazul *) Prin ceea ce s-a dovedit, cărămida Hilbert este un caz special al cărămizii Tikhonov: Q = exact la fel ca discontinuul Cantorian este Dx pentru m = # COMPACT ȘI METRIZARE [CH & în care operaţia de adunare este definită în termeni de grupuri topologice Spațiul este remarcabil prin faptul că conține imaginea topologică a oricărui spațiu T de greutate m În plus, fiecare spațiu de greutate TD este unul la unu: și într-o direcție este imaginea continuă a unei mulțimi ^ aflată în DT, iar fiecare spatiu bicompac de greutate ^m este imaginea continua a unora inchis o multime situata* in £>m*) (vezi § din acest capitol) Teorema (a doua teoremă a lui Tihonov) Fiecare spațiu complet obișnuit cu greutatea m este homeomorf unui set aflat într-o cărămidă Tikhonov cu greutatea m Înainte de a demonstra această teoremă, facem câteva observații despre ea și deducem din ea câteva corolare În primul rând, rezultă că cărămida Tikhonov Ix de „greutate m” are într-adevăr greutatea m: într-adevăr, fiind un produs de m segmente, Ix are greutatea a, conținând imaginea topologică a oricărui spațiu complet regulat de greutate m* *), nu poate avea greutate \x este închis în A, atunci, luând o mulțime F închisă în X, astfel încât LP/' > Φ , construim o functie /, (x) > , continua in X, egala cu in punctul x , și de la la f Considerând această funcție doar pe A, vedem că* punctul x și mulțimea Φ sunt separate funcțional în A Teorema Clasa spațiilor complet regulate coincide cu clasa mulțimilor situate în spații compacte, iar clasa spațiilor complet regulate de greutate m coincide cu clasa submulților cărămizii Tihonov de greutate m În plus, deoarece bicompacta sunt normale și fiecare set situat într-un spațiu normal este complet regulat prin ceea ce tocmai s-a dovedit, putem spune și asta: Teorema ' Spațiile complet regulate sunt altceva decât seturile aflate în spații normale Există, de asemenea, următoarea propunere: Teorema Clasa de bicompacta poate fi definită ca fiecare dintre următoarele clase” clasa spațiilor complet regulate închise în orice spațiu Hausdorff ambiental (sau complet regulat sau normal)”; *) Nu toate bicompactele sunt imagini continue ale întregului DT (vezi și puncte arbitrare ax, , din segmentul [ ; ] în cele din urmă; atunci vecinătatea O(a , oc^, e) a punctului xQ definit de aceste date constă din toate funcțiile x~x(oc) care îndeplinesc condițiile I ho (a /) - x (a /) I x , , ♦ ( ) spatii Ie Să demonstrăm că mulțimea ( ) are un punct limită unic x în /c dacă și numai dacă șirul funcțiilor xn = xn(a) converge către funcția x (a) pe întregul interval a (această propoziție , cu referire la acesta, se va numi „lemă”) În primul rând, este clar că dacă șirul ( ) converge către funcția x în orice punct a, atunci există singurul punct limită al mulțimii ( ) în spațiul /c Să demonstrăm afirmația inversă Fie x singurul punct limită al mulțimii ( ) Dacă șirul funcțiilor ( ) nu converge pe segment către funcția x , atunci există un punct xmt, xtg, , xt^ ( ) secvențe ( ) astfel încât pentru unele e > inegalitățile I Ho (oco) (°^o) IS (^) pentru toate , , Datorită compactității spațiului Ie, mulțimea ( ) are un punct limită x', și din definiția topologiei spațiului Ie rezultă că în ( ) există o funcţie xm astfel încât ]x'(a ) - xxDa )| pentru toate χ e X Mulțimea φ' a tuturor punctelor x e X pentru care φx = se numește mulțime nulă a lui φ Să demonstrăm că mulţimea Z de mulţimi zero ale tuturor funcţiilor posibile φ £ φ formează o bază normală închisă În primul rând, demonstrăm că Z este o bază închisă Pentru a face acest lucru, este suficient să demonstrăm că, oricare ar fi mulțimea închisă FcX și punctul x e X\F, există AgZ astfel încât F A X\{xD Dar această afirmație decurge din regularitatea completă a spațiului X: este suficient să se stabilească A = φ , unde Φ e Φ este o funcție care ia valoarea în toate punctele x e F și în punctul x Demonstrăm că Z este o rețea Într-adevăr, oricare ar fi punctul x £ X și vecinătatea lui x , luăm o funcție φ e Φ egală cu în punctul x și egală cu pe X\Ox Setând A^^^ , avem x e A^Ox Deci Z este o bază simetrică închisă Demonstrăm că baza Z este normală Fie A = φ , A = φ XO, A^A^A Este necesar să găsiți BX£Z, B £Z astfel încât LxeX\Bv A sX\B , BgB -X Deoarece nu există niciun punct x în care simultan φx = , Φ x = , Φφ Φ, Φ €Φ, atunci Ax = ^|^ este o funcție continuă conținută în Φ și care separă *) Pentru definițiile necesare, a se vedea § Cap patru; COMPACT ȘI METRIZARE [CH Ѳ setează At și A Sa punem ( / -hx) dacă dacă ( / (fix -Vg) dacă ^ ^ N n ( dacă O c hx Construim pentru fiecare punct x C X o secțiune (Ax, Bx) în mulțimea tuturor numerelor reale : și anume, atribuim numărul t clasei inferioare Ax dacă x nu este cuprins în Tm, iar clasei superioare Bx, dacă x rjes ( ) Din ( ) rezultă că există o vecinătate Gr și o mulțime Φ / astfel încât Fo Gx/ [Gi/ ] F / Gy Continuând să raționăm prin inducție, construim pentru toate numerele raționale diadice r — (O x În consecință, LXT|A^=A, dar apoi yara (Ax > X\A^)C Prin urmare, după Lema , mulțimile Ax și Ap sunt separabile funcțional Se obține astfel separabilitatea funcțională a punctului x și a mulțimii F Se demonstrează teorema § Extindere compactă maximă a unui spațiu complet regulat Numim o extensie compactă a unui spațiu complet regulat dat X orice spațiu compact X = X care conține spațiul X ca o mulțime densă peste tot Orice familie de dezmembrare de funcții din spațiul X definește o extensie bicompactă a acestui spațiu Într-adevăr, fie m cardinalitatea unui set de funcții de partiționare dat Am avut o mapare topologică [ ; ] Prelungirea compactă X corespunzătoare a spațiului X se numește extensia compactă maximă a acestui spațiu și se notează cu ȘX Această extensie mai este numită și extensia Stone-Cech a spațiului Tikhonov X O mapare continuă f: bX -> &'X a unei extensii compacte bX a unui spațiu X într-o extensie compactă bf X a aceluiași spațiu X se spune că este naturală dacă fx = x pentru orice punct x ⊂ X PS = L a COMPACT ȘI METRIZARE |CH & care asociază punctul χ e X cu punctul φx~{/ax}, este un homeomorfism În același timp, pentru orice, relația /a = Laf, unde zia: /m — ca întotdeauna, există o proiecție Dacă spațiul X este identificat cu ajutorul homeomorfismului cp cu mulțimea φX - II, atunci funcția este identificată cu maparea ae $ ^a • X fX > Ax * afişa, La : pX \u d în [fX] -\u e Ia „ este în mod evident extensia dorită f a mapării f Să arătăm acum că aserția ° rezultă din aserția ° Să considerăm mai întâi cazul trivial când greutatea unei mulțimi bicompacte este finită Atunci mulțimea compactă Β în sine este finită și poate fi considerată ca o submulțime a intervalului I - [ ; ] După afișarea stării F: X - V /a este continuă ca o suprapunere de funcții continue Prin urmare, pentru fiecare a C , prin presupunere, există o extindere continuă fa: bx^ia Produsul diagonal φ: bX -> Γ* al mapărilor ~fa este continuu (vezi § , Propunerea ); Mai mult, dacă x > X, atunci FX = {fax} = {D = {lafx} = fx, § b] EXPANSIUNE BI-COMPACTA MAXIMA astfel încât pe X maparea LXX este definită în mod unic (prin maparea identității X —> X) Deducem acum din Aserția ° existența unui homeomorfism natural al extensiilor bX și pX Notăm cu h maparea naturală de la bX la ȘX (existând în virtutea condiției °) ' Deoarece pX satisface condiția de °, există o mapare naturală /r': pX -bX Suprapunerea h'h: bX -> bX este o mapare naturală și, prin urmare, maparea h'h pe o mulțime X densă peste tot în bX coincide cu maparea identității unui spațiu bicompact în bX GBP COMPACT ȘI METRIZARE [CH Din lema rezultă că maparea h'h în general coincide cu maparea identităţii a spaţiului bicompact LX Prin urmare, maparea h este unu-la-unu Deoarece harta naturală este o hartă „pe” și este continuă, iar bX este compactă, rezultă că h este un homeomorfism natural în bX pe pX Teorema este demonstrată În mulțimea tuturor extensiilor bicompacte ale unui spațiu complet regulat X, se poate introduce o ordine parțială, presupunând /?X > d'X, dacă există o mapare naturală bX pe b' X Din teorema rezultă că Piatra -Extensia Cech pX este elementul maxim al mulțimii parțial ordonate care ne permite să numim pX extensia compactă maximă a spațiului X Extensia Stone-Cech pX are proprietăți deosebit de bune în cazul unui spațiu normal X Propoziția Pentru o submulțime închisă arbitrară F a unui spațiu normal X, închiderea [F]px este homeomorfă la extensia compactă maximă PF a spațiului F Dovada În virtutea teoremei , este suficient să arătăm că orice mapare continuă f-F—Către: ] »poate continua afișarea continuă b Kb - [ ; ] Reparăm unele cartografii continue -/ = [ ; ] Deoarece X este un spațiu normal, există o extensie continuă x pY a extensiilor lor bicompacte maxime Într-adevăr, presupunând că Y > pY, putem presupune că f este o mapare de la X la pY Apoi, datorită condiției ° a teoremei , maparea f poate fi extinsă la maparea Ț: РХ-ЧУ § Construirea tuturor extensiilor bicompacte dat un spațiu complet regulat Subordonarea pentru seturile închise și deschise Spunem că într-un spațiu X se introduce o subordonare pentru mulțimi închise și deschise dacă pentru unele perechi de forma F, H, unde H este o mulțime deschisă și F este o mulțime închisă în X, se definește relația de subordonare F un punct arbitrar în X După axioma K , mulțimea {Xx } a tuturor vecinătăților punctului xQ din X este un sistem ^-regulat Din regularitatea spațiului rezultă că sistemul {[/ xj = (x ) nu poate fi completat de nicio mulțime deschisă, fără a încălca centrarea și corectitudinea lui Astfel, mulțimea tuturor Ux este capătul y, pe care îl notăm cu (x ) = {Xx } Deoarece spațiul X este Hausdorff, rezultă că corespondența (x ) = {Xx } x este unu-la-unu În plus, este ușor de observat că incluziunile x e Xx , Xx g(x) exprimă același lucru Rezultă de aici că, identificând fiecare punct x € X cu punctul final (x ) - {Xx }/, putem scrie ultima aserțiune ca identitate X D) OuxQ = Ux , arătând că identificarea x = (x ) este o includere topologică a spațiului X în xX Deoarece x este un punct arbitrar al lui X și /x este o vecinătate arbitrară a acestuia, atunci UxQ este o mulțime deschisă nevidă arbitrară și avem X[}El = H, de unde rezultă că X este peste tot dens în VX, sau că VX este o extensie a spațiului X Din aceasta, la rândul său, decurge Lema Pentru orice mulțime Γ deschisă în xX, avem [°xnrLx=[rLx ( ) și, prin urmare Ohpg - [G]^ Operatorul O(R)*) Fie X* o extensie a spațiului X; luați o mulțime deschisă H^X și notați cu O(H) cea mai mare mulțime deschisă din X* care decupează mulțimea H din X Deoarece O(H) este suma tuturor mulțimilor deschise în X* care decupează mulțimea H din X, atunci X* \O(R) este intersecția tuturor mulțimilor închise în X*, *) Operatorul O(H) a fost considerat prima dată de N A Shanin COMPACT ȘI METRIZARE [CH & decupând X\H = F, adică X*\ (H)==[F]X* sau O(H) = X*\[E]^ ( ) Să notăm câteva proprietăți simple ale operatorului (H) ° Operatorul O oferă o mapare unu-la-unu a mulțimii tuturor mulțimilor deschise ale spațiului X în mulțimea tuturor mulțimilor deschise ale spațiului X* ° Avem O(Rx)O(R ) dacă și numai dacă H este R T, iar egalitățile O(Rx) = O(R ) și H = Π sunt echivalente Trecând la adunări, obținem pentru mulțimi închise Fz= X: ° Dacă și numai dacă [F ]x* S[FX]x* când F dacă și numai dacă Xo^ Astfel, mulțimile Fg și It sunt reciproc complementare: F / h \u d yX \ OYao Comparând ( ) și ( ) și amintindu-ne că He = O(R ), vedem că [^oLx — Ф/ѵ Alte leme Să deducem din precedentul corolar important Să luăm un set deschis de RAOX Din moment ce Yao este peste tot dens în Ohq, atunci iadX=[[Yao]XV Dar partea dreaptă, conform celei precedente, este Φ[n ]x Deci, [OhoLx = == F[YO]X Aceasta înseamnă că [O^o]^ constă din toate astfel de t = \H}Γ în care fiecare H ∈ g se intersectează cu [Ho], adică (datorită deschiderii lui H) se intersectează cu Yao Atât de dovedit § ] CONSTRUCȚIA EXTENSIUNILOR COMPACTE Lema Un punct este continut daca si numai daca € IPtfoLx" când fiecare I C ? se intersectează cu HQ Lema Fie (în sensul unei subordonări față de v dată în spațiul X) avem F Fa sub condiţia Fai A P Fa OF În virtutea incluziunii-direcţionare a familiei o, există FaCo care zace în FaD AFag, iar acesta este Fa^OF dorit Acest corolar se aplică, în special, așa-numitelor familii multiplicative o de mulțimi închise nevide = (adică familii care, împreună cu oricare două elemente ale FAR FA , conțin intersecția lor) Să trecem la demonstrarea teoremei Deoarece CX ~ QX întotdeauna, este suficient să dovedim că cvasicomponenta Qx a unui punct x al unui spațiu bicompac X este conținută în componenta Cx a acestui punct Pentru a face acest lucru, la rândul său, trebuie doar să demonstrăm că Qx este conex: într-adevăr, dacă demonstrăm acest lucru, atunci QX , ca mulțime conexă care conține punctul x, se va afla în mulțimea conexă maximă care conține acest punct, adică în setați CX și obiectivul nostru va fi atins Deci, demonstrăm conexiunea mulțimii închise în X Demonstrăm din nou prin contradicție Fie Qx = uA , unde Fr și F sunt două mulțimi închise disjunctive nevide Deoarece Fr și F sunt mulțimi închise ale unui spațiu compact X și fiecare spațiu compact este un spațiu normal, mulțimile / și F au vecinătăți disjunse OFr și OF în X, care în suma lor formează o vecinătate OQX = OFt și OF din mulțimea Q v Prin definiție, avem cvasicomponente Qx ~ ^a> A unde {AD este familia tuturor mulțimilor deschise-închise ale spațiului bicompact X care conține punctul x Întrucât intersecția a două mulțimi deschis-închis este deschis-închis, familia tuturor Aa este multiplicativă, deci ne aflăm în condițiile corolarului lemei Schura-Bura § ] CONECTIVITATE ȘI NUL-DIMENSIONALITATE ÎN BICOMPACTE Prin urmare, există Aa situat în Qx = Fr U F La fel de CX^QX, atunci C^DE^DE^ Dar Cx este conexat și, prin urmare, fiind conținut în Fr U F , se află într-una din mulțimile OFr sau F Fie Cx ^ P\ Aay deschis-închis, prin presupunere, se află în OFt U F De aici rezultă că Aa Π ^ = Aa\OF , adică Aa Π Fr este închis Mai mult, setul Aa P E este evident deschis Astfel, DaP Fr este un set clopen care conține punctul x Prin urmare, Flr ceea ce contrazice faptul că F X Să demonstrăm că φ este o mapare pe întregul spațiu X, care, în special, va demonstra că mulțimea Z este nevidă Luăm un punct arbitrar χ e X Pentru fiecare a, setăm ra = dacă x £ Ya și za = dacă x £ X\Ya Cu alte cuvinte, pentru orice a avem x e Ea(z), deci x = Q Ea(r) = (p(r) Vom demonstra că maparea astfel încât x e Ya și, în consecință f mapează spațiul X într-un mod unu-la-unu pe unele Y = fX^D\ Aici fVa - Y n ^ Oa, adică imaginile elementelor, bazele sunt deschise în Y Astfel, f este un deschis unu-la-unu și, prin urmare, o mapare topologică a spațiului X pe spațiul Y, care urma să fie demonstrată Pentru t numărabil, obținem Propozitia Spatii inductiv zero-dimensionale cu o baza numarabila si numai ele sunt homeomorfe la submultimile unei multimi perfecte Cantor Deoarece spațiul Fx este o imagine continuă unu-la-unu a spațiului D\, din teorema rezultă că § IO] BICOMPACTE DIADICE Teorema (Aleksandrov [ ], [ ]) Orice T^-spațiu X de greutate m este imaginea unui subspațiu Z al spațiului Dx sub o mapare continuă unu-la-unu § Diadic bicompacta Importanța spațiilor Dx (generalizat Cantor discontinua) este deja clară din teoremele și De asemenea, observăm că pentru orice număr cardinal m spațiul Dx este un grup topologic cu următoarea definiție a operației de adunare: dacă x = și y = {ya\ sunt două puncte discontinue ale lui D\ atunci punem The ("coordonate ”) adunarea Ax+Ya are loc modulo doi, adică după regula + = = + = , + = + = produsul direct al grupelor Da={ a, a} de ordinul doi Interesul algebric al bicompactei D\ va crește și mai mult dacă trecem de la spațiile compacte Dx însele la așa-numitele spații compacte diadice, adică spații compacte (Hausdorff) care sunt imagini continue ale spațiilor compacte Dx pentru diverse numere cardinale m În virtutea teoremei remarcabile a lui Ivanovskii și a lui Kuz'minov *) spațiul oricărui grup topologic compact (adică un grup topologic compact considerat ca spațiu topologic) este întotdeauna un spațiu compact diadic Este ușor de observat că clasa bicompacta diadice este cea mai mică clasă de spații topologice care este închisă în raport cu operațiile de înmulțire topologică și tranziție la o imagine continuă a oricărui spațiu conținut în ea și care are printre elementele sale toate spațiile constând în a unui număr finit (sau cel puțin două) puncte izolate În special, știm deja că toate compactele sunt bicompacte diadice (Teorema § cap ) Diadic bicompacta are multe proprietăți remarcabile Dintre aceste proprietăți, vom demonstra următoarele în această secțiune: I Spațiile compacte diadice au proprietatea Suslin, adică orice sistem disjunc de submulțimi deschise nevide ale unui spațiu compact diadic X este cel mult numărabil II Fiecare set compact diadic cu prima axiomă a numărabilității este metrizabil Fiecare dintre aceste proprietăți arată că nu orice spațiu compact este diadic Deci, conform primei proprietăți *) Dovada căreia, din păcate, depășește sfera acestei cărți (vezi Ivanovskii [ ], Kuz'minov ( J) COMPACT ȘI METRIZARE [CH ' un spațiu bicompact diadic nu este spațiul tuturor numerelor ordinale oe-p conform celui de-al doilea - spațiul bicompact ordonat „două săgeți” Să introducem mai întâi câteva notații și definiții Fie X = XXa produsul topologic al spațiilor aeA Ha, si lasa BczA Se notează prin proiecția naturală a spațiului X pe produsul X Xa Dacă a e A, atunci proiect-ae B Vom nota relația la{a}: X —> Xcc prin la Vom spune că mulțimea YaX nu depinde de mulțimea indicilor B dacă Y= ld\wldxbY Observați afirmația evidentă: Dacă mulțimea YcX nu depinde de mulțimea de indici B și C(zlB), atunci Y nu depinde de C Fie /: JJ Xa —> Z o mapare Să presupunem că display-ae A , Valoarea lui f pe mulțimea YJ nu depinde de mulțimea indicilor BcA dacă pentru fiecare punct y e Y și fiecare punct y' c Xa astfel încât n > A\By = nA\vY', avem fy = fy' Lema Pentru orice număr cardinal Cantor m, discontinuul DT satisface proprietatea Suslin Dovada Fie DT==' unde |В| = m Să presupunem că {Va}, a > D, este un sistem disjunct nenumărat de mulțimi deschise în DT Fără pierderea generalității, putem presupune că orice Vа este un set elementar deschis Fiecare Va depinde de un număr finit de indici – coordonate Prin urmare, există un număr natural £ și o mulțime nenumărabilă AoczA astfel încât fiecare Va, un £ D , depinde exact de k coordonate Există un indice pt £ B și o mulțime nenumărabilă D c: D astfel încât orice Va depinde de px și pentru orice a', a" ^V\Vf § ȘI] PROPRIETĂȚI DE TIP COMPACT și П^Х II £>p = O\ S-a demonstrat mai sus că maparea f pe mulțimea Y& nu depinde de mulțimea indicilor B\B^ Prin urmare, mulțimea fY\ egală cu fYoo este peste tot densă în mulțimea compactă X Punem Z = [Y]DT Deoarece Z este compact, avem fZ=X Dar spațiul compactum Z se află în spațiul compactum pB(X (D^xZbxb^, homeomorf la compactum xBoo(Om) = ∩ D$ Astfel, Z este un compactum Teorema este demonstrată O consecință simplă a teoremelor și este Teorema Fiecare spațiu compact diadic ordonat X este metrizabil Într-adevăr, dacă prima axiomă a numărabilității nu este valabilă într-un punct χ al spațiului X, atunci există o succesiune nenumărabilă bine ordonată {xa} crescătoare (sau descrescătoare), a > A convergând în acest punct Atunci familia de intervale (xa; xa+ ), unde a trece prin toate numerele limită din D, va fi o familie disjunctă nenumărată de mulțimi deschise Această contradicție demonstrează teorema § Acoperiri deschise; paracompactitate și alte proprietăți de tip compactitate Familii de decoruri și acoperiri În § cap cititorul a primit deja informațiile inițiale despre sistemele set și acoperirile În această secțiune, ne vom familiariza cu familiile de seturi și acoperiri mai detaliat Definiția O familie de mulțimi o se numește stea-finită (stea-numărabilă) dacă fiecare element al familiei o intersectează doar un număr finit (numărabil) de elemente din această familie Acum facem câteva observații despre familiile numărabile de stele de seturi (deschise) Fie S o colecție de submulțimi ale unei mulțimi arbitrare date X Vom considera subsisteme legate o ale sistemului S (un sistem de mulțimi o = {/U} se numește legat dacă oricare două elemente M și NY ale sistemului s, poate fi conectat printr-un lanț, adică printr-o succesiune finită de mulțimi M = M, , Ms = M' elemente ale sistemului o în așa fel încât oricare două elemente învecinate și M i + , i = , , s - , din această secvență au o intersecție nevide Γ) Mi+ p, atunci spunem că coperta, p urmează coperta a, și scriem: p > a Relația de succesiune transformă mulțimea de acoperiri ale unei mulțimi date X într-o mulțime parțial ordonată Definiția Un înveliș în p spații se spune că are formă de stea într-un înveliș a din același spațiu dacă familia p**) este înscrisă în a Lema privind contracția acoperirilor finite punctuale**) Fie u={Ua; a C A} este o acoperire deschisă finită punctual a spațiului normal X Există o astfel de acoperire deschisă v = { a; a £ A} din spațiul X astfel încât [Va] t/a pentru fiecare a b A Dovada În virtutea teoremei lui Zermelo, putem presupune că mulțimea A este complet ordonată Construim mulțimea folosind metoda inducției transfinite Sa punem U Ua Setul Ft este închis și este conținut în a > Deoarece spațiul X este normal, există o vecinătate Vg a mulțimii F astfel încât [Vt] cz Ut Rețineți că sistemul vi==z U {Ua: a^ } este o acoperire a spațiului X Să presupunem că pentru orice a' a'} este o acoperire a spațiului X Să arătăm că sistemul v'a = { a este o acoperire *) Vezi § cap **) Dovedit pentru acoperiri finite de Cech [ ], în cazul general de Lefschetz [ J COMPACT ȘI METRIZARE IGL spaţiul X Dar prin alegerea numărului a avem x(£ JJ Uar-a' > a În consecință, |J Va'- Cu atât mai mult x£ (J Va', iar familia a" a J cuprins aparent în Ua Deoarece X este normal, există o vecinătate Va a mulțimii Fa astfel încât [ J Ua Inductia merge mai departe Luând acum un număr ordinal ( ) mai mare decât orice a e A, obținem acoperirea necesară v=v'p Lema este demonstrată Un caz special al acestei leme este Lema privind contracția acoperirilor finite (Cech [ ]) Pentru orice acoperire deschisă finită {Ulf Un} a unui spațiu normal X, există o acoperire deschisă {Vx, Vn} a acestui spațiu astfel încât [Vz] familie i k Prin urmare, vecinătatea Oxk a punctului x intersectează cel mult k elemente ale lui cox Astfel, cox este o acoperire deschisă local finită a spațiului X înscris în co Propunerea este dovedită A Teorema mare a lui Stone și paracompacitatea spațiilor metrice ca corolar Noțiunea intuitivă de „spațiu continuu” care există încă din cele mai vechi timpuri este legată de noțiunea intuitivă de „divizibilitate infinită” a spațiului, care în lumea ideilor topologice generale corespunde ideii că pentru fiecare înveliș deschis a spațiului X există o acoperire „mai mică” [ din același spațiu Noțiunea că o copertă p este înscrisă într-o copertă a nu este încă '*) Și chiar și puternic paracompacte, așa cum se va arăta în § În același timp, există exemple simple de spații Hausdorff în cele din urmă compacte, dar nu paracompacte USD] PROPRIETĂȚI DE TIP COMPACT garantează că învelișul P este substanțial mai mic decât învelișul cx — acest lucru rezultă deja din faptul că fiecare înveliș este înscris în sine Garanția rafinamentului real, sau „zdrobirii”, a acoperirii este dată de un concept mai puternic de inscripție stelară (vezi Sec , Definiția ) Prin urmare, spunem că un capac deschis dat de ω în X admite scindarea dacă există un capac deschis ω' în formă de stea în ω În sfârșit, spunem că un spațiu X admite o scindare dacă fiecare acoperire deschisă a acestui spațiu admite o scindare Desigur, se pune întrebarea: care sunt spațiile topologice care admit scindarea? Interesul fundamental al acestei întrebări este determinat de faptul că spațiile care permit fragmentarea sunt cele pe care tindem să le considerăm cele mai în concordanță cu ideile noastre intuitive despre spațiu ca un fel de „mediu continuu” Un răspuns complet la întrebarea pusă este dat de teorema profundă și dificilă a lui A Stone, care, fără îndoială, aparține celor mai semnificative realizări ale topologiei generale, în special, deoarece leagă două cercuri complet diferite de concepte topologice Teorema (Teorema mare a lui Stone [ ]) Dintre spațiile normale, toate și numai ele sunt spații paracompacte care pot fi subdivizate Această teoremă conține în mod evident două afirmații Prima dintre ele este că fiecare spațiu paracompact admite o subdiviziune Această afirmație decurge ușor din următoarele: Propozitia Fiecare acoperire deschisa local finita a unui spatiu normal X admite o scindare Dacă se dovedește Propoziția și X este un spațiu paracompact, atunci în fiecare capac deschis al lui X se poate înscrie o acoperire deschisă ω' finită local, iar în ω' se poate înscrie, în virtutea Propoziției , o stea deschisă ω" -în formă, care este evident în formă de stea și în ω Prin urmare, ω admite diviziunea și, întrucât ω este o acoperire deschisă arbitrară a spațiului X, admite și diviziunea spațiului X Trecem la demonstrația Propoziției Fie ω = {Oa}, o acoperire local finită a a spațiului X Prin lema de contracție a acoperirilor infinite, există o acoperire închisă K = {Fa}, cxgSl, înscrisă combinatoriu în învelișul ω, adică Fa > Oa, acoperirea conservatorismului X *) Se spune că un sistem o' este înscris combinatoriu într-un sistem o dacă elementele ambelor sisteme pot fi puse în corespondență unu-la-unu în așa fel încât fiecare element al sistemului o' să fie conținut în element al sistemului a COMPACT ȘI METRIZARE [CH în Pentru o mulţime finită arbitrară de indici a Y ,cum spunem noi ce, Seturile Vat, , >c^ sunt evident deschise Să arătăm că sistemul v al tuturor mulțimilor posibile V^u ,a este înscris într-o formă de stea în învelișul o și este el însuși o acoperire a spațiului X Considerăm un punct arbitrar χ e X Deoarece acoperirea X este local finită, punctul x este conținut doar într-un număr finit de elemente ale acestui înveliș Lasă să fie setați, Fas Atunci, evident, x e V^ Prin urmare, sistemul v este o acoperire a spațiului X Va' a'SOai Dar dacă x£V^ a, atunci xțFa pentru a^aj, / = Între timp, x → F^, deci a = ai —> pentru unele / = , r Dar t P , A - » a ^ n' , / = ^ adica Oai, afirmatia este dovedita Astfel, v este capacul necesar în formă de stea înscris în capacul o) Prima afirmație a teoremei este demonstrată Ne întoarcem la demonstrarea celei de-a doua afirmații a teoremei Propozitia Un spatiu normal X care admite scindarea este paracompact Lema Fie ® = n - , , , , să fie un înveliș deschis numărabil al unui spațiu normal X și să intrăm & putem înscrie combinatoriu un capac închis = acel Fn > Gn Atunci în ® se poate înscrie combinatoriu o acoperire numărabilă finită local deschisă >b = {Hn}y astfel încât Hn este local finită Fie xgX Deoarece este o acoperire, există o mulțime Gp care conține punctul x Mulțimea Gp nu se poate intersecta cu Hn, n>p, deoarece Hn~Gn\\J [GJ^X\[Gp] pentru k r În consecință, G'p este o vecinătate a punctului x care nu se intersectează cu niciuna dintre mulțimile Rp+ , Rx+ , , adică care intersectează doar un număr finit de elemente Hn ale capacului Se demonstrează lema Fie ca spațiul X să admită diviziunea Să demonstrăm că X este paracompact Să luăm o acoperire deschisă arbitrară y = = a spațiului X Vom construi un local finit acoperire înscrisă în a) Luați un capac deschis yx = {(/"}, în formă de stea în y , și, în general, acoperire deschisă = stelar înscris în u - , , , Pentru fiecare n = , , n indicii a parcurg toate numerele ordinale mai mici decât unele coa = sut(n), care este cel mai mic număr ordinal, a cărui cardinalitate este egală cu cardinalitatea acoperirii yn Steaua oricărei mulțimi M^X față de acoperirea yn este notă cu v^AI; notăm steaua unui punct χ e X în raport cu acoperirea yn de către Zvix Fiecare n= , , , , este înscris stelar în toate acoperirile anterioare - Remarcăm că din faptul că un înveliș n’ are formă de stea în învelișul n, urmează așa-numita inscripție „regulată” a acestuia, care constă în faptul că este conținută unirea oricăror două elemente care se intersectează ale învelișului n’ în vreun ^ element al învelişului n b) Noi credem F'na \u d {x € ia I Sv „x \u d ia} -si in primul rand dovedim identitatea \u d\u d X \ vi (X \ Z a) ( > Într-adevăr, fie x £ F'na Apoi Zvvhe( u, i e ZvxP(X\i a) \u d L X față de un capac deschis este un set deschis în X, rezultă din ( ) că toate F'ria sunt închise și din ( ) rezultă că mulțimea va= U n- deschide in X Să demonstrăm acum că pentru orice η dat familia S"^m/-ecTb este o acoperire închisă a spațiului X Într-adevăr, fie χ e X arbitrară Deoarece yn este înscris stelar în y, atunci b^x este conținut în unele Ua și apoi χ £ F'na € b, ceea ce trebuia demonstrat Am stabilit (ținând cont că indicii p Evident, este suficient să demonstrăm asta Fna P Zvp + XF - L , Dar (vezi ( ) și ( )) bw+ F" - Brt+ Fnp Fn+ ) p^V^^X\Fna, de unde rezultă afirmaţia Din ceea ce tocmai am demonstrat, deducem în continuare afirmația: d) Nu există { £+ + care se intersectează simultan cu bzz+ F/î(X și bn+ Fnp la P= ^a Să existe U^ care se intersectează cu vi+ rpa și vn+ ^ger Apoi există U ^ și t/gt astfel încât Fna P U-r ^L, Fn& P U&* ^L, unv+ n fWA, t/g+ n ^l Prin urmare, uniunea £ y+ U^F este conținută în unele t/£+a, iar uniunile f gb U sunt conținute în unele U^+ Dar apoi =A și, prin urmare, t/FU t/F este conținut în oarecare U%+ , care intersectează atât Fna cât și Fnp, spre deosebire de ceea ce s-a dovedit în partea c) e) Punem Gna= Vn+sFna Din cele demonstrate rezultă că familia © = { ^} este un sistem discret de mulţimi În consecință, sistemul g = {Fna} va fi și el discret COMPACT ȘI METRIZARE [CH Să punem în sfârșit F n ~ UG n = U a a Evident, Fn G„ Ca corp al unui sistem discret de mulțimi închise, mulțimea Fn este închisă Mai departe, deoarece familia ^D~{Fna\ este o acoperire închisă a spațiului X, familia %={Fn\ Mai mult, familia ® = {GJ este o acoperire deschisă a spațiului X Mai mult, Fn > Gny, astfel încât ne aflăm în condițiile Lemei Rezultă de aici că există o acoperire local finită ξ) = \Hn \ din spațiul X înscris combinatoriu în ®, astfel încât Hn ^Gn, JJ Hn~ X P Sa punem Npa ~ N p p Gna și să demonstrăm că familia y’ a tuturor mulțimilor Hn (pentru orice n și a) este o acoperire a spațiului X Într-adevăr, pentru mulțimea Hn Gn avem np \u d u (Np L Gna), adică Hn \u d u R,ta, a a mijloace, p, a pa p În plus, conform formulei ( ), avem Npa - Gna - b / / + Fna - Fn + , a " deci învelişul y' este înscris în y = {Ua\ Rămâne de demonstrat că acoperirea y' este local finită Fie x e X Deoarece £>= {Hn} este local finit, există o vecinătate Ox a lui x care intersectează doar un număr finit de mulțimi Hn (adică nu intersectează niciun Hn al cărui număr n este mai mare decât un număr n ) Deoarece sistemul ® este discret, există o vecinătate nx ^ x pentru fiecare ig > n care intersectează cel mult un Gna Apoi cartierul n O'x= Q nx nu se intersectează cu niciun Hpa^Hp pentru n > nQ n= iar pentru n n poate intersecta cel mult un hpa Gna, și] PROPRIETĂȚI DE TIP COMPACT prin urmare, în total se poate intersecta doar cu un număr finit de elemente ale acoperirii y' Se demonstrează paracompacitatea spațiului și, împreună cu aceasta, întreaga Teoremă A Teorema lui Stone implică z Teorema Fiecare spațiu metric este paracompact Dovada Fie X un spațiu metric Vom presupune diamX * ) = p(* " * ) +p(cv x y Spațiile (X, p) și (X, p') sunt homeomorfe unul față de celălalt (acest lucru rezultă din faptul că orice succesiune de puncte {xA, convergând spre x într-una dintre cele două metrici p, p', converge către aceasta punct în cealaltă metrică) COMPACT ȘI METRIZARE [CH Să demonstrăm că y' are acoperirea necesară în formă de stea înscrisă în y Luăm un punct arbitrar a^X\ și setăm Ea = {x: U(x)Ea\ = {x: b(x)>p(x, a)\ ( ) Sa punem d (a) = sup (x) ( ) heEa Evident, d(a) este un număr pozitiv (finit datorită ipotezei făcute despre finitatea diametrului spațiului X) Luăm un punct b £ Ea în condiția e(b) > y d(a) adică în condiția d(a) P(*> ( > Este necesar să se demonstreze că atunci pentru orice punct z/gf (x) avem //€Ga(b) Dar din observația făcută mai sus rezultă că pentru aceasta, la rândul său, este suficient să se demonstreze că p(b, y) p(b, a) (prin formula ( )), un punct x £ Ea, și deci (x), punctul y ⊂ U(x), și deci p(x, p) Dar x $ Ea, deci din ( ) și ( ) rezultă e(x) + ye(b) + e(b) = e( ), Q E D USD SPAȚII COMPACTE LOCAL § Spaţii compacte local Definiție Un spațiu X se numește local compact dacă fiecare punct x are o vecinătate U a cărei închidere [(/] este compactă Teorema Fiecare mulţime deschisă Γ a unui spaţiu bicompac X este local bicompactă Într-adevăr, deoarece mulțimea compactă X este normală, fiecare punct χ e Γ are o vecinătate U a cărei închidere [(/] se află în Γ și, ca mulțime închisă în X, este el însuși o mulțime compactă Să demonstrăm propoziția inversă teoremei , chiar și într-o formă mult mai puternică: Teorema Oricarui spatiu Hausdorff X local compact (si numai unui astfel de spatiu) i se poate atasa un punct £ in asa fel incat sa obtinem o multime compacta X' ~ = XU £ (mai mult, topologia in X este aceeasi ca într-o mulţime aflată într-un spaţiu compact X' , va coincide cu topologia dată a priori în X); în plus, topologia din X' este determinată în mod unic de topologia din X și de cerința ca X' să fie compact Într-adevăr, fie X' = XU £ o mulțime compactă De aici rezultă deja că X (ca un set deschis în spațiul bicompact X') este un spațiu compact local În plus, toate cele și numai cele ale mulțimilor aflate în X sunt deschise în X' care sunt deschise în X (altfel topologia dată a priori în X nu ar coincide cu topologia obținută din X') Dacă Γ' este o mulțime deschisă în X' care conține punctul g, atunci Γ' = £ U Γ, unde Γ este deschis în X și φ = X\Γ = X'\Γ', ca mulțime închisă în X', este ea însăși compactă Invers, orice multime de forma Γ' = Γ UL unde Φ = X\Γ este o multime compacta este deschisa in X', deoarece complementul sau X'\Γ' = X\Γ = Φ, fiind un spatiu compact, este inchis în X Astfel, dacă există o mulțime compactă X' = XUL care conține un spațiu Hausdorff dat X, atunci acest lucru este posibil în orice caz numai dacă X este compact local, iar topologia din X' este determinată în mod unic de faptul că mulțimile deschise în X ' care nu conțin punctul g sunt toate mulțimile deschise din X și numai ele, în timp ce mulțimile deschise din X' care conțin punctul g nu sunt decât mulțimi de forma | și Γ, unde Γ = X\Φ și Φ X este un spațiu bicompact Să demonstrăm că în cazul în care X este un spațiu Hausdorff compact local, spațiul X’ cu topologia descrisă este într-adevăr un spațiu compact În primul rând, este ușor de verificat că axiomele unui spațiu topologic sunt valabile în X' Să demonstrăm în continuare că axioma Hausdorff a separabilității este valabilă și în spațiul X' Acest lucru este clar pentru oricare două puncte x și x' situate în X; dar pentru g şi orice punct x X se pot găsi şi vecinătăţi disjunse: pentru aceasta COMPACT ȘI METRIZARE [CH LA este suficient să luăm U(x) astfel încât Φ = [£ (x)] să fie compact, atunci vecinătățile U(x) și U(g) = gu(X\Φ) nu se intersectează În cele din urmă, X' este compact Într-adevăr, să fie S un sistem de mulţimi Γ deschise în X' care acoperă tot X Printre mulţimi există unele Γ = C/(|) = g U (X\Φ) Restul mulţimilor Γ, a = > , acoperă în orice caz mulţimea compactă Φ; dintre ele este posibil să se aleagă un număr finit de mulțimi Г ? ,Γ care acoperă Φ Mulțimile T , I\, acoperă întreg spațiul X', ceea ce demonstrează că acest spațiu este bicompact Se mai poate deduce că spațiul X’ este compact folosind proprietatea (A) din teorema din § Fie M o mulțime arbitrară a unei cardinalități infinite m Dacă există o mulțime bicompactă Φ^X care se intersectează cu mulțimea M într-o mulțime de cardinalități m, atunci există un punct de acumulare completă a mulțimii M în Φ apoi G=U[I\], care trebuia demonstrat Trecem la construirea unei mapări topologice a spațiului X, care are o bază o-local finită B = \Oa: a £ Q și greutate m, într-un spațiu Hilbert generalizat H\ Fără pierderea generalității, putem presupune că cardinalitatea lui m are baza S=(Jv"' unde Yn~{Oa: sunt local finite se mestva După lema lui Vedenisov (§ Cap ) pentru fiecare element Oa al sistemului y; există o funcţie continuă fa: X -> [ ; ] egală cu zero în punctele mulţimii X\Oa şi numai la acestea Din caracterul finit local al familiei țz rezultă că un punct arbitrar x^X are o vecinătate Ox care intersectează doar un număr finit de mulțimi-elemente ale sistemului yz pentru un întreg pozitiv dat arbitrar fixat i Prin urmare, pentru un i dat, există cel mult un număr finit de indici a C lz pentru care funcția fa poate lua o valoare diferită de zero într-un punct x din vecinătatea Ox Prin urmare, pe X, pentru fiecare număr natural i, există o funcție pozitivă definită și continuă D (x) \u d + fa (x) €; • În consecință, pentru fiecare C pe X există o funcție definită și continuă Evident, [i"b)G , Cj Luăm un număr natural n astfel încât ~ Finitudinea locală a familiilor ne permite să alegem o vecinătate UxQ a punctului x care intersectează cel mult un număr finit de elemente ale fiecare din familii țz pentru i^n Fie p , ca—toți acei indici din (J lz = zz, pentru care intersecția-t=i valorile UxenO(X sunt nevide Continuitatea funcțiilor implică existența unei vecinătăți Vx ^Ux astfel încât Іц(^o)—Ц(χ)І )-My)] = = S, S ct sAz Inegalitățile ( ) și ( ) pentru orice punct y(zVxQ implică inegalitatea p(dx , hy) = ( Ha(x ) — ^a(r/)] V/ X Luăm un punct arbitrar y = hx£Y și o vecinătate arbitrară Ox a punctului x = h^ y Există un element Oa al bazei , TEOREMA PRIVIND PUTEREA BICOMPAȚILOR CE X(~Oa^Ox Dacă X'=h'y', y'țhX ȘI p(y, yf) , adică x'C Flt Fb , Se stabilește F= (J Fg și se demonstrează că mulțimea F este închisă Într-adevăr, fie x(E[F] Atunci în F există o succesiune de puncte {xz: xz £ Fg } care converg către x Luați un număr ordinal g mai mare decât toate gz Apoi, prin condiția ° xz £ Fg *) Aici, ca de obicei, | A | denotă cardinalitatea mulțimii A, TEOREMA PRIVIND PUTEREA BICOMPAȚILOR pentru orice i, și deoarece mulțimea F% este închisă, atunci F se dovedeste inchiderea multimii F Cardinalitatea mulțimii F nu depășește cardinalitatea continuumului, deci demonstrația teoremei va fi completată dacă stabilim egalitatea F = X Să presupunem contrariul, adică că există un punct y e X\F Pentru orice punct x^F luăm un cartier yțOx subcopertă finită xn , Oxk Să luăm a Atunci pentru orice 'ti mulţimea închisă Fn-\U^\Un se află în Y şi, în consecinţă, este cel mult numărabilă Prin urmare, setul [C/J - { UU Fn este de asemenea numărabil Dar aceasta contrazice faptul că x > y Propunerea este demonstrată Teorema și Propoziția implică Teorema Fiecare spațiu bicompact cu prima axiomă a numărabilității este fie finit , fie numărabil, fie are cardinalitatea continuului Plus SPECTRE DE PROIECTIE SI ABSOLUT § Conceptul general al spectrului invers al spaţiilor topologice Spectre de proiecție abstracte Un loc mare în diverse studii topologice și topologic-algebrice îl ocupă conceptul de spectru (invers) al spațiilor topologice ' Să fie dată o mulțime direcționată (= {a}, ale cărei elemente le vom numi indici Fiecărui a £ să fie asociat cu un spațiu T Xa și fiecare pereche de indici a, a', pentru care a'>a în mulţimii direcţionate , corespunde unei hărţi continue a spaţiului Xa cc'>cc este valabilă proprietatea tranzitivităţii Sg" = Sg'SgZ Atunci spunem că ni se dă spectrul invers S~{Xa, Sg'} spațiilor topologice Xa cu proiecții Sg ' Un punct % = {xa} din produsul topologic 'CHa se numește fir de spectru dacă xa = Sg'xao ca un numai a'>a Mulțimea tuturor catenelor spectrului S = {xa, Sg'}t, considerată ca subspațiu al produsului topologic Txa, se numește limită completă mulţime) a spectrului S şi se notează cu S Prin definirea topologiei produsului X Xa, baza în S este formată din mulţimile de forma S П Q unde mulţimile О& deschis în Ha/, a la — i=i mai puternica Propozitia Baza in S este formata din multimi de forma unde Oa este un set deschis în Xa și £ unsprezece* SPECTRE DE PROIECTIE SI ABSOLUT Într-adevăr, fie OS A Q La'Oa , unde mulţimile a[ sunt deschise în Xa Luăm a^az-, , s Apoi setul • S Oa \u d P (®a) O x în X) Spațiile simple aparțin celor mai importante spații discrete din topologie complexe*) Un complex geometric simplist este orice set de simplexe deschise situate într-un spațiu euclidian sau Hilbert Dacă t^K și t' sunt două simplexe, dintre care t' este o față a simplexului, atunci scriem Sam simplexul t este considerat a fi fața sa „improprie” Asta in mine *) Cititorul este de așteptat să știe care este simplexul n-dimensional Tn = Ie , , en | (atât deschis, cât și închis), nucleul său (adică multiplu multimea tuturor varfurilor sale e , simplexul însuși este considerat a fi (singura) fața sa improprie Vezi Aleksandrov [ ], p Orice punct al unui simplex închis care nu este vârful său și numai un astfel de punct este punctul de mijloc al unui segment conținut în simplexul dat (închis) Acest lucru implică faptul că fiecare simplex își determină în mod unic scheletul (și, evident, este determinat în mod unic de acesta) § C SPECTRE REVERSE, SPECTRE DE PROIECTIE se introduce ordinea naturală (normală) și împreună cu aceasta topologia normală, care transformă complexul K într-un T^-spațiu discret Vecinătatea minimă a simplexului / în K este steaua sa în complexul D, adică subcomplexul D format din toate simplexurile D care au simplexul pe fața proprie sau improprie Vom lua în considerare în principal așa-numitele complexe complete (adică complexele D care, împreună cu un simplex dat arbitrar, conțin toate fețele acestui simplex) Totuși, în simplexele complete ne vom ocupa constant de subcomplexe incomplete, în special de subcomplexe deschise (uniuni de stele de simplexe ale complexului D) Deoarece simplecele spațiilor euclidiene de orice număr de dimensiuni corespund unu-la-unu scheletelor lor, în multe cazuri este convenabil să se ia în considerare în locul unui complex simplial complet dat, mulțimea de schelete a tuturor simplexelor sale constitutive Aceste nuclee sunt apoi numite simplexe abstracte, iar mulțimea lor este numită complex abstract Ajungem la următoarea definiție generală Să fie dată o mulțime E = {e} ale cărei elemente se vor numi vârfuri Orice mulțime finită nevidă t ,er, când AE f] A MG=^=A Mulțimea simplexelor astfel obținută este complexul simplial (evident complet) , numit nervul unei familii de mulțimi a, de obicei notat cu Na În această Anexă, vom lua în considerare în principal nervii sistemelor finite de mulțimi, care sunt complexe finite complete SPECTRE DE PROIECTIE SI ABSOLUT Maparea simplă f a complexului K’ în complexul K este o mapare care pune în corespondență cu fiecare vârf e’ al complexului D” un vârf e = fef al complexului K în așa fel încât „scheletele să nu fie spart”, adică fiecare schelet al unui simplex t' ∈ K' este mapat pe scheletul unui simplex t = fț' al complexului /C, astfel încât f se dovedește a fi o mapare a întregului complex /C ' în complexul /Q Maparea f: K' definită în acest fel se numește mapare simplială dacă considerăm complexele simple TC și /C ca spații topologice discrete, atunci fiecare mapare simplială se dovedește a fi o mapare continuă dintr-un spatiu la altul Un spectru de proiecție este un spectru S = {/Ca, Sg'} ale cărui elemente sunt complexe simpliale complete, dotate cu o topologie duală cu cea normală, și ale cărui proiecții sunt mapări simple Sg': pentru a! >a Se spune că spectrul este finit dacă toate complexele /Ca sunt finite Un fir al spectrului este orice set de simptome lexoni, câte unul din fiecare, care îndeplinesc condiția Za=Sg a', dacă a'>a JHHTH ale spectrului sunt puncte ale spațiului limită complet S al spectrului S, a căror topologie, în virtutea Propoziției , este determinată de un bază deschisă constând din toate seturile elementare deschise taQ, unde ta(i este mulțimea tuturor catenelor x' = pentru care există o față proprie sau improprie a simplexului și taQ este un simplex liber al unui complex arbitrar f este un ^-spațiu semiregular Limita completă S conține limita superioară, respectiv inferioară, a spectrului: S, respectiv S Pentru a determina, observăm că firul | = {ta\ embraces thread = dacă pentru orice a avem Thread | se numeste maxim daca nu există un fir de închidere diferit de acesta Firele minime sunt definite în mod similar Subspațiul spațiului S, format din toate firele maxime, respectiv toate minimele, ale spectrului, se numește limită superioară, respectiv inferioară și se notează cu §, respectiv „S Ușor dovedit Propunerea Limita superioară S și limita inferioară S sunt spații T SPECTRE INVERSE, SPECTRE DE PROIECTIE Într-adevăr, fie g={/a} firul maxim, respectiv minim, și = - punctul de contact punctele I în spațiul S, respectiv, în spațiul S Atunci pentru un arbitrar a avem în S, respectiv, în S Aceasta înseamnă că pentru a arbitrar avem ta CI t'a> ta t'a C SC Prin urmare, datorită maximalității firului g = {/a}, respectiv, a minimalității firului {Sg}, obținem ta = t'a, adică § = |' Astfel, se închid mulțimile de un punct din spațiile S și S, ceea ce urma să fie demonstrat Propunerea Fiecare fir dintr-un spectru finit este un volum care zboară un fir maxim Fie £ un fir al spectrului finit S = Sg'}? Fie m cardinalitatea mulțimii tuturor indicilor R Să enumerăm toți acești indici prin intermediul tuturor numerelor ordinale X care cuprinde firul I și astfel încât /go = t'ao pentru orice fir care cuprinde |° Deoarece complexul Ksh este finit, după un număr finit de pași vom găsi un astfel de fir Să presupunem acum că pentru fiecare X' p, = Xx, X p Aceasta înseamnă că sistemul m] este un fir, care, evident, cuprinde toate firele X' ®oc ^a în S, atunci setăm &*'aa, = ao, bX( ) Mapări $%' definite în acest fel: esență, evident dar, mapările „on” (dacă mapările „on” erau proiecțiile originale) care satisfac condiția de tranzitivitate spectru secțional; îl numim spectrul derivat al spectrului S Dovedit automat Propoziția Pentru ca fiecare simplex din spectrul S să fie conținut într-un fir, este necesar și suficient ca spectrul derivat S( ) să aibă aceeași proprietate Să trecem acum la una dintre principalele propoziții ale teoriei spectrelor de proiecție, care se întoarce la V I Ponomarev și chiar la A G Kurosh Propoziția Într-un spectru finit arbitrar S = fiecare vârf este conținut într-un fir Să demonstrăm o propoziție puțin mai generală Prin o mulțime ^ a unui spectru dat înțelegem orice mulțime nevide Q constând din simplexe ale acestui spectru și care îndeplinește următoarele două condiții: D Pentru fiecare ta £ Q, ta ⊂ K&, și fiecare a'^a, există ta, ⊂ Q, /a, ⊂ Ka, astfel încât = /a ° Dacă a' și gQ, atunci și Mulțimea tuturor simplexelor spectrului este o mulțime ^ Demonstrăm acum Propunerea , care este evident mai generală decât Propunerea Propozitia Fie Q un q-set arbitrar de spectru finit s si tao sa fie luat arbitrar in Q Atunci exista un fir continut in Q care contine elementul taa Dovada Fără pierderea generalității, putem presupune că spectrul s este zero-dimensional (altfel am trece la spectrul derivat) Enumerăm tot a prin intermediul numerelor ordinale Â • • • > ^ Н cxU , , aUf, există un vârf e'av = e'(v) în Q A^"v astfel încât aa^ e'(v) = e(nO, i = • • •, r Să presupunem că nu este Apoi pentru orice vârf aѵ , aVz>a^, k = , , r(i), Oh ah CE nu va exista un singur vârf în complexul Kavi P Q ^Vi=e'(vz), care ar satisface condiţiile ' e'(v,-) = e(pi), ©a^/e(v/) = e, U) = v ( ) În primul rând, observăm că condițiile ( ) sunt valabile pentru orice a, a^aj, adică, că pentru orice a^av nu există vârfuri în Qn/C', i i condiţii satisfăcătoare ( ) SPECTRE DE PROIECTIE SI ABSOLUT Să punem acum s unde s este numărul de elemente ale mulțimii Ca^nQ Rețineți că dacă aZ>aV , аѵ^, atunci și , a^n Deoarece px, , [ip a Apoi există un vârf ea în simplex astfel încât = Există un fir g' -={/*} Pentru care = ga&, = ea De aici ajungem S K a} € = {/«} € Dar in consecinta, aD L Osav=/=D, i e Astfel, s-a dovedit egalitatea ( ) şi odată cu aceasta s-a dovedit închiderea canonică a mulţimilor Fea Acum să fie un simplex arbitrar al unui complex arbitrar a, dacă partiția a' este înscrisă în a Deoarece pentru a' >a fiecare set Aa, este conținut în mulțimea unică Aa, este definită o mapare simplă a nervului Na în nervul Na Să arătăm că această mapare este o mapare pe Na Într-adevăr, fie ta C ta = I A°, , A; | Luăm un punct x C A^ P • A A; iar pentru fiecare i = , , r este o mulțime C a astfel încât x ⊂ Aa,cz A^ (^Existența mulțimilor A ale unei acoperiri a' ) Apoi [A*B" a, decurge din conservatorismul lui Ă I , iar JI este simplexul ta, C Na și Astfel, un spectru de proiecție este construit peste orice familie direcționată de partiții ale spațiului X În cele ce urmează, ne vom interesa de spectre peste familii: ° sunt toate partițiile finite ale spațiului X, ° ^x — din toate partițiile spațiului X, pe care le vom nota respectiv cu SxX (spectru maxim finit) și SțX (spectru maxim) Se pare că limita superioară a spectrului SHX este așa-numitul spațiu coxX (spațiul Volman-Ponomarev peste spațiul X), pe care îl vom defini acum Punctele spațiului coxX sunt sisteme centrate maximal de xx-mulți sau, capetele x ale spațiului X, iar topologia din spațiul coxX este așa-numita topologie Volman, definită de o bază deschisă constând din toate seturile de forma VI, unde H este o mulțime xo, adică o mulțime deschisă canonic a spațiului X, iar Vn este mulțimea tuturor capetelor x ț = {A}, fiecare dintre elementele cărora Aa are o intersecție nevidă cu mulțimea H Aceeași topologie poate fi definită folosind o bază închisă ale cărei elemente sunt mulțimi de forma Φ, unde Φ este definit ca mulțimea tuturor capetelor x care conțin printre elementele sale o mulțime x arbitrară A Homeomorfismul natural între spaţiile a\X şi xX se realizează prin intermediul aşa-numitei cartografii spectrale u: coxX -> SxX Totuși, înainte de a defini această mapare, modificăm ușor definiția spațiului uxX, ceea ce ne va conduce la spațiul coxX, care este în relație cu un homeomorfism natural și foarte simplu cu ooxX, § ] spectre de urojecție peste partiții iar acest lucru ne va permite să punem oeeX în locul lui oxX în discuția următoare Amintiți-vă că o n-mulțime a unui spațiu X este orice mulțime P X care este intersecția unui număr finit de xx-mulțimi din acest spațiu Să numim n-con: z'om orice sistem centrat maxim de n-mulţimi În mulțimea tuturor n-terminale introducem aceeași topologie Wolman ca și în coxX, cu singura diferență că mulțimile H sunt complementare cu n-mulțimi Spațiul topologic astfel obținut este notat cu w^X Acum construim o mapare din spațiul ω^X la ω^X, atribuind fiecărui n-terminal mulțimea elementelor sale care sunt x&-mulțimi Obținem un x-terminal și, după cum este ușor de observat, fiecare x-terminal poate fi obținut în acest fel, completându-l la n-terminal cu toate intersecțiile finite ale elementelor sale că această mapare este o mapare topologică a spațiu o)xX pe (xX Acum putem identifica ambele spații unul cu celălalt Teorema Limita superioară SyX a spectrului maxim finit SyX al spațiului X este homeomorfă spațiului Volman–Ponomarev coxX Dovada Să construim următoarea mapare m): (xX - SxX Fie = {A} un punct arbitrar în spațiul coxX, adică un capăt x arbitrar al spațiului X Să notăm prin capătul n corespunzător, care constă din toate intersecțiile finite posibile ale elementelor capătului Notă mai întâi tot ceea ce fiecare partiție c = /A?, D^| conține cel puțin •cel puțin un element care se intersectează cu toate elementele capătului și, prin urmare (datorită proprietății de maximalitate a capătului gx) este conținut în acesta Altfel, la fiecare D?\ al capacului a, ar exista un element de capăt A care nu se intersectează cu acesta Atunci mulțimea Q A nu s-ar intersecta cu suma , , A^ sunt toate elementele capacului a care aparțin capătului Atunci avem în nervul Na simplexul /a = | gx) = {ta}, câte unul din fiecare a este o catenă a spectrului SxX Pentru a face acest lucru, demonstrăm că pentru cc'>cc avem = ta C Iх, ea însăși aparține finalului Demonstrăm inegalitatea inversă ta^^'ta, Fie D? un vârf arbitrar al simplexului ia Fie A', , AJ' să fie toate elementele partiției a' care se află în A?, adică, SPECTRE DE PROIECTIE SI ABSOLUT j satisfacerea condiţiei &%'Ay - Ay Tot ce se cere este să se demonstreze că cel puțin unul dintre acești Ay, jq, aparține sfârșitului lui £x In rest toata lumea Ay', j ⩽ q, ar corespunde unor Aj £ , neintersectându-se cu ea, iar intersecția acestor A' ar fi un element al sfârșitului |i, neintersectându-se cu suma țj Ay' = /= = AU g £i, ceea ce este imposibil Astfel, fiecărui x-terminal € mxX îi corespunde un fir i(Ix)-(LL al spectrului SHX, iar vârfurile simplexului ia sunt acele Af care sunt elemente ale capătului Identificarea fiecărui nerv simplex /a = | A" Af | cu mulțimea vârfurilor sale și considerând aceste vârfuri în sine, elementele acoperirii a, putem scrie unde i(Іх) = At A Din proprietatea de maximalitate a capătului rezultă că firul îj (Im) este de asemenea maxim În schimb, dacă ѵ == - unele sau firul maxim al spectrului X, atunci JJ ta este sistemul centrat maxim de xx-mulți, adică capătul x al spațiului X, astfel încât am construit o mapare unu-la-unu H a spațiului Dovada formulei ( ) Fixăm a=a , — , λ>, și fie Secțiunea SPECTRE DE PROIIECȚIE PENTRU PERȚIUNI că m)' € OtD Aceasta va dovedi includerea nV ~ h s Ot^ * Fie t'n = q^% A^> Din gz y h rezultă că fiecare ® I* >q Voturi> ~ unde / = / , /a, are puncte comune cu și, prin urmare, în virtutea lui ( ) este unul dintre A^, A^, astfel încât Includerea m|V^ a , este cuprins în unul dintre A?? Ld și, prin urmare, are puncte comune cu Trebuie să dovedim că același lucru este valabil pentru orice A^ = A^gg' Pentru a face acest lucru, luăm a', care urmează atât a , cât și a Fie A* un element arbitrar al sistemului g', atunci Cu alte cuvinte, A£', £g', A% s A^ gg Deoarece A^A ¥=A, cu atât mai mult A^A =^= A Se demonstrează formula ( ) Fiecare u set H este o anumită mulțime : pentru a vedea acest lucru, este suficient să punem a™ {A?, A?}, unde nerv simplex de dimensiune zero /Va> constând din vârful A? În schimb, pentru orice partiție a = {A^, A^a} și orice simplex ^a = |A? , A?r|^Aa, mulțimea este o mulțime ho Astfel, sistemul tuturor multimilor V> coincide cu sistemul tuturor Vn (unde H trece prin toate multimile x ale spatiului X) si este o baza deschisa a spatiului oxX, care trece sub maparea tj in baza lui spațiul SKX, format din toate seturile de forma Ot& Teorema este demonstrată Bicompacitatea limitei superioare a lui SxX și teorema demonstrată implică Consecinţă Spațiul coxX este bicompact Remarcăm că compactitatea spațiului oexX poate fi ușor demonstrată și direct Fie {F*} o valoare arbitrară sistem triat de mulțimi închise în spațiul wxx Să arătăm că Qf\=^=A După definiția topologiei în ω^X, FÂ - Q F&, unde Ax sunt multimi xa in X Este usor de observat ca sistemul de multimi xa a g este centrat (in caz contrar centrarea sistemului ar fi încălcată {Fx})* Adăugând la aceasta SPECTRE DE PROIECTIE SI ABSOLUT sistem până la capătul x, obținem un punct g aparținând lui Q Ah, os = Astfel, Q/ =#=A, care urma să fie demonstrat Vom avea nevoie de încă o axiomă de separabilitate, și anume următoarea condiție de cvasi-normalitate *): oricare două n-mulțimi disjunse au vecinătăți disjunctive Spațiile regulate care satisfac această condiție se numesc cvasinormal**) Fiecare spațiu normal este cvasinormal Pe de altă parte, există spații cvasi-normale care nu sunt normale Astfel, de exemplu, sunt toate spațiile nenormale extrem de deconectate ***) Clasa introdusă de spații cvasinormale este foarte importantă, deoarece numai pentru aceste spații limita superioară a spectrului SxX coincide cu spațiul Stone-Cech ȘX (sau, ceea ce este la fel, în virtutea Teoremei spațiul care îndeplinesc condițiile Cvt P • • • P - H Cv; P • • • P Sv*rg — G și, prin urmare A = ^= C care este adevărat pentru orice n-mulțime Ρ > X (și, în consecință, Pentru a demonstra includerea ( ) luăm un punct x e P și luăm în considerare capătul n-terminal (x) = {Pl} £ bX a spațiului (oxX pe orice extensie compactă Hausdorff bX a spațiului X Dovada ° Construirea cartografierii /: coyX —> X Pentru fiecare punct ț = {/\} C(oxX setăm ^) = P[A]=^X ( ) La (aici și mai jos, închiderile sunt luate în considerare în bX) Deoarece familia de mulțimi este centrată, mulțimea Φ = Q [Px] este o mulțime nevidă care se află în bicompactum LX Vom demonstra că constă dintr-un punct Este suficient să demonstrăm formula [Ou]PCS ( ) pentru orice vecinătate Oy din orice punct y e Φ Într-adevăr, să presupunem că formula ( ) a fost demonstrată Dacă y și y sunt două puncte distincte ale mulțimii Φ, iar y± și y sunt două vecinătăți ale acestora cu închideri care nu se intersectează în X, atunci mulțimile [ ^ ] Γ) X și [Oy ] n X nu se intersectează și nu pot fi simultan elemente centrate familia g Deci, ne întoarcem la demonstrarea formulei ( ) Deoarece g Г| avem Oy[\Pk=^X pentru orice Dar PĂ^X; deci Px = ^xPx și ' ([O//]PX)nPx^OyPRx¥=A Deoarece [Oy\ A X este o mulțime xx și, prin urmare, cu atât mai mult o mulțime ^ în X, includerea ( ) este astfel demonstrată Acum punem în corespondență cu fiecare punct g = £(olX) un punct unic y~f(g) = Q[Px], și obținem astfel maparea f: ωωX —*bX ° Maparea f este o mapare pe toate bX Într-adevăr, luăm în mod arbitrar y £bX și luăm în considerare familiile § ] \ SPECTRE DE PROIECTIE PENTRU PARTIȚII mulţimea { ay[ a tuturor vecinătăţilor punctului y din LX Familia {[Oay]T X[ este o familie centrată de mulţimi în X, este conţinută la un capăt E = [RD Apoi l #= f (H = f| [rl] s o [oa "/] = y XX și /(£) = */ ° Maparea f este continuă Fie, de fapt, y = W$bx Luăm o vecinătate arbitrară Oy în LX și o vecinătate mai mică Oy = Hx cu condiția [Ory] Oy Se poate presupune că mulțimea deschisă Hf este canonică în LX Demonstrăm că t e V H În caz contrar, am avea y G [X\H] = [X\( A G) X)] = bX\H \ - o contradicție Tocmai am demonstrat că Vn este o vecinătate a unui punct în SolX Rămâne de demonstrat că imaginea sa f(Vn) este conținută în Oy Fie H' = {P?/} £VH Pentru unele ^' = Xo avem Ρ ^ u Atunci f (V) = П £ [РЯ s [N] coxX, care identifică aceste spații între ele, punctele x e X rămân fixe, iar suprapunerea mapărilor x" și f ne oferă maparea naturală necesară a coxX pe bX O consecință imediată a teoremelor și este Teorema Pentru toate spațiile cvasinormale X și numai pentru acestea, spațiul Volman–Ponomarev ωX coincide cu spațiul Stone–Cech pX SPECTRE DE PROIECTIE SI ABSOLUT În virtutea homeomorfismului natural dintre spațiile n = A pentru %#=A/ Rămâne să arătăm că sistemul {F^} este o acoperire a spațiului X Într-adevăr, pentru orice punct χ e X există Xo astfel încât x ⊂ [V\o] și x și și [Kxf a a avem = Deci, {^a(x)} este un fir al spectrului lui SțX Să demonstrăm că ^a(x)} este un fir maxim Fie firul g = îmbrățișează firul (x)} și să fie diferit de acesta Aceasta înseamnă că £a(x)^^a, iar pentru unele cc avem ^a CO a avem A(taf A(/a), de unde rezultă că sistemul a este centrat Să demonstrăm că este tangent la toate acoperirile deschise local finite ale spaţiului paracompact X Într-adevăr , indiferent de acoperirea local finită ω, există o partiție înscrisă în ea Luați un vârf arbitrar al simplexului În acoperirea ω există un element U care conține mulțimea A^ și deci și mulțimea A(/a*) și fiecare A(/a*) pentru a' > ax Fie a fi dat un arbitrar a {ta>) A > , ceea ce contrazice faptul că mulțimile A°, , Ara sunt toate elemente ale partiției ipa care conține punctul x Astfel, fiecărui punct χ e X îi corespunde un fir maxim În schimb, fiecare fir maxim g = este un fir de forma ^aW} Pentru un punct x e X Într-adevăr, am văzut SPECTRE DE PROIECTIE SI ABSOLUT că, setarea pentru /a = [e, , G ^(*a)=P i= putem găsi punctul Q A (ta) Dacă pentru cel puțin o a;) 'a punctul x aparținea, în afară de mulțimile Ara corespunzătoare vârfurilor , e*n ale simplexului tao, cel puțin la un Aa* , atunci firul g nu ar fi maxim Prin urmare = ta (*) Pentru toate a Astfel, atribuind fiecărui punct χ e X un fir maxim t = {^a(x)}> se obține o mapare f: X —> SțX a spațiului X pe spațiul SțX Această mapare este unu-la-unu (deoarece dacă ta (X) = ta (xr) pentru tot a, atunci deoarece sistemul ț>x se rafinează, % = %') Pentru a demonstra că maparea f este topologică, să vedem la ce corespunde pentru un punct dat x £ X și punctul corespunzător £ = f(x) multimilor Oag = Ofct Deoarece pentru g = f(x) avem ta = ta(x), atunci Oag este format din acele puncte pentru care x' se află numai în acele Aa£-p care conţin x Cu alte cuvinte, f- U = X\U A* x(Aa Deoarece partiția % este conservatoare, setul Oax = - X\ (J este o mulțime deschisă care conține punctul x și, prin urmare, vecinătatea acestui punct Deoarece sistemul de partiții este rafinat, mulțimile Oax formează baza punctului x din spațiul X Astfel, cu o corespondență unu-la-unu f între spațiile X și SțX, baza spațiului SțX corespunde cu baza spațiului X, ceea ce înseamnă că corespondența f este topologică Teorema a fost demonstrată § Teorema de realizare pentru spectre abstracte ' Două spectre se numesc echivalente (Aleksandrov [ ]) dacă se poate trece de la unul la altul prin intermediul unui număr finit al următoarelor operații: trecerea de la un spectru dat la unul izomorf; trecerea de la spectrul dat la partea sa cofinală; trecerea de la spectrul dat la spectrul care îl conține pe cel dat ca parte cofinală Se spune că două spectre sunt puternic echivalente dacă sunt echivalente și, § J TEOREMA DE REALIZARE A SPECTRELOR ABSTRACTE mai mult, ele constau din aceleași complexe (sau izomorfe) De exemplu, două spectre, dintre care unul este obținut din celălalt prin întărirea (sau slăbirea) ordinii, sunt puternic echivalente unul cu celălalt Un alt caz particular de echivalență puternică a două spectre S și S* este cazul când spectrul S* este obținut din S prin intermediul așa-numitei înmulțiri Obținem, prin definiție, o înmulțire a unei mulțimi direcționate date ( = {a}, dacă înlocuim fiecare dintre elementele sale a cu o mulțime de elemente noi, pe care le vom nota aX, ap etc În mulțimea * = {aX} obținute astfel elementele aX, introducem o ordine prin stabilirea a'X'^aX dacă și numai dacă a' a înmulțirea * = {aX} a setului său de indici = {a}, este numit spectru = peste mulțimea direcționată Ei* = {aX} (o înmulțire a mulțimii ), în plus, există același complex /(a, echipat doar cu indicele X, iar pentru a'X' > aX (adică pentru a' > a) proiecția > Lax coincide cu proiecția Ka'-► Da- Putem spune că spectrul * = {La^, se obţine din spectrul S = { (a, Sg'} prin faptul că fiecare complex /(a „se repetă” de câte ori) există perechi (a , X) pentru dat a (și proiecțiile pe S trec la S* fără modificare) Să formulăm o teoremă de realizare pentru spectre finite Teorema X Orice spectru finit de proiecție abstractă este puternic echivalent cu spectrul de pe o familie de partiții finite ale unui spațiu semi-regular bicompac T (și anume, peste o familie de partiții finite cp = { a Apoi, evident, din =ea rezultă Invers (în ipoteza a' > a), din Fea, Fea rezultă că ^aea' = eay altfel am avea Astfel, pentru a' > a partiția φ este înscrisă în partiția φ, iar aserțiunile ©g' > a/=^a și Fea (sau coincide cu aceasta) în sensul că din a' > a rezultă că a'b > a Observație Din cele de mai sus rezultă că ordinea se dezvăluie a fi maximul tuturor ordinelor care pot fi introduse în spectrul S fără a-i modifica limita totală După ce am introdus o nouă ordine în spectrul S, trebuie să determinăm și proiecțiile pentru Facem acest lucru setând &ea, = ea> dacă Fea, Fea În virtutea a ceea ce tocmai s-a dovedit, introducând o nouă ordine în spectrul S, obținem spectrul S' = {/Ca, Sg'}, care este o întărire ordinală a spectrului S și, prin urmare, este puternic echivalent cu spectrul original S Definiție Spectrul ΦΦ peste o familie φ — {φ} de partiții ale spațiului S se numește spectru dual la spectrul S Observația Deoarece toate φ sunt finite, proiecțiile din spectrul lui SΦ sunt mapări „pe” Diferiți indici a' =/= a pot corespunde aceleiași partiții Φ = Φ' a spațiului SΦ Prin urmare, obținem o multiplicare Ф a spectrului Ф dacă repetăm fiecare partiție φ de câte ori există astfel de indici pentru ea Spectrele F și F sunt puternic echivalente între ele; prin urmare, pentru a demonstra teorema X, este suficient să arătăm că spectrele θΦ == {A?a, Sg'} și S' = {/(a, Sg'} sunt ISOMORF USD] HARTĂRI ÎNCHISE IREDUCIBILE Având în vedere egalitatea Na = dovedită, pentru a completa demonstrația izomorfismului spectrelor ’ și φ, trebuie doar să ne amintim că proiecțiile din ambele spectre sunt aceleași Teorema K este demonstrată Este un caz foarte special al teoremei generale de realizare demonstrată de Zaitsev [ ], care afirmă că orice spectru S aparținând unei anumite clase extrem de largi de spectre de proiecție este echivalent cu un spectru peste o familie direcționată Y să fie atât închisă, cât și ireductibilă, este necesar și suficient ca imaginea mică f*U a oricărei mulțimi deschise nevide U în X să fie o mulțime deschisă nevidă în Y Dovada Fie f: X -> Y închis și ireductibil și λ^Y = X Punând F = X\U avem: fF este închis și distinct de Y, adică este o mulțime deschisă nevide Dar Y\fF = f#U Suficiența poate fi verificată la fel de ușor folosind egalitatea fF = Y\f* (X\F) * Propunerea (Ponomarev [ ]) Fie f: X -> Y o mapare ireductibilă închisă și U o submulțime deschisă nevidă a spațiului X Atunci f[o/] = [/*(/] În special, imaginea unui pa-set este un pa-set Dovada Este clar că f [£/] fU f#U Prin urmare, datorită închiderii mapării f, avem f [U]^[f#U] Pentru a verifica includerea inversă, datorită incluziunii f [L ] [f L ] comună tuturor f continue, este suficient să dovedim că fU Să presupunem că nu este cazul, adică există un punct x € f Luați un punct y astfel încât fy= x Exista o vecinătate Oy a punctului y astfel încât Oy U și fOy aOx = X\[f#U], Apoi fOy u] = A și, cu atât mai mult, Oy U = A mapări f și f#Oy^f# U Propunerea este demonstrată Acum deducem din Propoziția următoarele Propoziția Fie f: X o mapare ireductibilă închisă a unui spațiu X pe un spațiu Y și fie F o mulțime na în spațiul Y Atunci există o mulțime na unică a spațiului X care se mapează pe set F SPECTRE DE PROIECTIE SI ABSOLUT Dovada Să verificăm că o astfel de mulțime este o mulțime Aplicând propoziția anterioară pentru U \u d f " , obținem f [f ~l ] \u d F Să presupunem acum că în spațiul X există două astfel de mulțimi de x diferite și Ф care / Ф £ = / "Ф =^F Setarea ( /== , i = , avem atunci una dintre diferențe nu este gol Fie, de exemplu, V = U Apoi, pe de o parte, f* Vs/( / \Ф ) ^ F Pe de altă parte, f*V = = f*U£\/Ф În consecință, f# V ∩ F = A Aceasta contrazice faptul că mulțimea f*V este nevidă Propunerea a fost dovedită Din ultimele două propoziții rezultă un lucru important Corolar* Fie f: X o hartă ireductibilă închisă Se generează o mapare de la mulțimile ka-mulți ale spațiului X la mulțimea Slr ia-mulțile din spațiul Y, care va fi de asemenea notat cu f Maparea f: este o ordine de păstrare unu-la-unu o mapare pe, adică un izomorfism de mulțimi parțial ordonate și r § Absolutul unui spațiu regulat Reamintim că orice sistem g = {A} de xx-mulțimi nevide ale spațiului X, direcționat prin includere, adică satisface condiția: pentru fiecare două elemente A C g, A' există o a treia £ g conținută în ambele ele: A" L' P L Sistemele R maxime vor fi numite capete R Prin metoda inducției transfinite, orice sistem R poate fi completat la un capăt R Observăm următoarele proprietăți simple ale capetelor R: ° Pentru orice set finit de elemente A; de la capătul λ-terminal p> există un element A' £ p cuprins în toate A £ g p ° Dacă L; Cp, /= , , n, apoi P Cp m = J ° Dacă Ar C p și A este o mulțime xx care conține Ax, atunci A € p- ° mulţimea xi A aparţine capătului R-terminal p dacă şi numai dacă pentru orice A'Cp avem A'A =#=A Proprietățile °- ° urmează automat din definiția capătului I Să verificăm proprietatea ° Fie ca nucleul deschis al multimii xx A să se intersecteze cu toate elementele Aa ale capătului R al lui p Atunci toate seturile sistemului r]'= {[ P ] | LaSr} nu sunt goale Este ușor de verificat că sistemul % este un sistem I Să o completăm până la un capăt λ r]' Din proprietatea ° rezultă că A C și P - A', de unde, în virtutea maximalității lui ρ, obținem: p = rf și, în consecință, A C P Se verifică proprietatea ° § ] ABSOLUT DE SPAȚIU REGULARE În cele ce urmează, vom avea nevoie de următoarele Propoziţia Fie a = o acoperire finită a spaţiului X de către on-mulţimi Atunci pentru orice capăt H-terminal p intersecția pPa este nevidă (adică există întotdeauna un element al capacului a care aparține capătului H-terminal p) Dovada Prin proprietatea °, este suficient să demonstrăm că nucleul deschis al unui element al lui & intersectează toate elementele λ-terminalului lui p Să presupunem contrariul, adică pentru orice Ax £ a, există Aaf £ p astfel încât Γ) Da/ = A Dar atunci intersecția Q Aa cu un nucleu deschis nevid, i este cuprinsă în mulţimea X\(J , al cărei nucleu este evident vid, o contradicţie Propoziţia este dovedită Să notăm acum cu H(X) mulțimea tuturor capetelor H ale spațiului X În mulțimea H(X) definim topologia clasică, a cărei bază este colecția tuturor mulțimilor de forma , unde OA este înțeles ca mulțimea tuturor capetelor H care conțin mulțimea A ca element Această bază, definită ca bază deschisă, se dovedește, așa cum vom arăta acum, a fi închisă Teorema Spațiul H(X) este un spațiu Hausdorff bicompact cu dimensiuni zero inductiv În primul rând, demonstrăm următoarele formule: a) l, yl \u d Olx U a ; b) l \u d R (X) \ Ox \ Într-adevăr, fie p e OAi, adică Ax g p Apoi, în virtutea proprietății °, u Axl £ p, adică AXU A £r Dacă Ax Cp*) și, în consecință (prin proprietatea °), [(X\Ax) A ] C p Dar [(X\Ax) A ] s D , deci A c P» Adică p G a Astfel, se dovedește A ± n l A și l , adică egalitatea a) Punând în el Ax = A, A = X\ și observând că orice R-terminal conține X ca element, obținem egalitatea b) Ne întoarcem acum la demonstrarea teoremei Rezultă direct din definiția topologiei că H(X) este un ^-spațiu Fiecare multime deschisa Ol, in virtutea egalitatii b), este inchisa În consecință, spațiul H(X) are o bază de mulțimi deschis-închis, adică H(X) este inductiv zero-dimensional Din zero-dimensionalitatea inductivă și /^-separabilitatea *) Prin Propunerea SPECTRE DE PROIECTIE SI ABSOLUT rezultă că spaţiul H(X) este Hausdorff Să arătăm în final că H(X) este compact Fie o anumită acoperire {OaJt a spațiului H(X) să fie dat de mulțimi de baze Dacă nu se poate distinge nicio subcopertă finită de această acoperire, atunci toate seturile xx ale formei P x\U sunt negoale În caz contrar, sistemul de multimi xa {LaD este ar acoperi spațiul X și, prin Propoziția , mulțimile ar acoperi X(X) În plus, este ușor de observat că n este un sistem de mulțimi de forma Х\ЦІLa formează sistemul I [prin- t Dopol el acest sistem I până la un capăt I al râului Este clar că p nu intră în niciuna dintre ele, deoarece p conține, în special, toate mulțimile [X\La] Contradicția rezultată dovedește compactitatea spațiului H(X) Teorema a fost demonstrată Vom spune că capătul λ al lui p atinge punctul x, sau că x este punctul de contact al capătului λ-terminal p dacă χ X a spațiului h(X) pe X § ] ABSOLUT AL UNUI SPAȚIU REGULARE <> Spațiul hX este (după cum vom arăta) aX absolut al spațiului regulat X, adică singura imagine inversă maximă perfectă ireductibilă a acestui spațiu OBSERVAȚIE Dacă spațiul X este un spațiu //-închis (deci, cu atât mai mult dacă X este un spațiu bicompact), atunci toate //-capetele p e H(X) au puncte de contact și absolutul aX = h (H) = ~H (X) este compact Să trecem la demonstrarea că h(X) este un absolut real al spațiului X Acest fapt de bază este o consecință a mai multor rezultate parțiale, pe care le vom formula și dovedi în mod constant Lema Fie X un spațiu regulat Atunci „mapping-ul natural y: d(X) —> X a spațiului h(X) pe X este ireductibil și perfect \ Dovada Continuitatea lui y urmează imediat din includerea lui ly (Olli(X))c=A și regularitatea spațiului X Prin Propoziția , Axx - f)O[Oxj Prin urmare, mulțimea n^x Ox bicompactă ca p închisă